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“Rendas vitalícias sobre casais” 
Resumo 
A duração da vida humana é cada vez mais longa. O aumento sistemático da longevidade é um 
risco enfrentado pela Segurança Social, mas também pelas seguradoras do Ramo Vida. As 
seguradoras oferecem proteção contra o risco de longevidade através da oferta de rendas sobre 
a vida humana ou outros produtos em que estas sejam parte integrante. 
Nesta dissertação efetua-se um estudo, sob o ponto de vista atuarial, das rendas sobre a vida 
humana, dando-se especial relevo às rendas sobre casais. Verifica-se que, em geral, existe pouca 
informação sobre as rendas para casais na literatura atuarial. 
Numa primeira fase, demonstra-se a relevância e atualidade deste estudo, introduzem-se alguns 
conceitos e funções associadas ao comportamento da mortalidade humana, identificam-se os 
principais tipos de rendas sobre a vida humana individuais e para casais e derivam-se fórmulas 
para o cálculo dos seus valores atuariais. 
Por fim, realiza-se um estudo empírico dos valores atuariais de vários tipos de rendas vitalícias 
individuais e para casais, com base em tábuas de mortalidade portuguesas, para o cálculo de 
prémios de rendas vitalícias, propostas pela Swiss Re. Este estudo permite dar respostas a 
algumas questões relevantes relacionadas com as diferentes rendas vitalícias consideradas. 
  
Palavras-Chave: tábua de mortalidade; rendas sobre a vida humana; valor atuarial de uma 
renda; rendas last survivor; rendas reversíveis 
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“Life annuities for couples” 
Abstract 
The duration of human life is constantly increasing. The systematic increase in longevity is a risk 
faced by Social Security, but also by life insurers. Insurance companies offer protection against 
longevity risk by offering life annuities and other products of which they are a part. 
In this dissertation, we study, from an actuarial point of view, life annuities, giving a special 
emphasis to annuities for couples. Generally, in actuarial literature, the information on annuities 
for couples is sparse. 
In the first chapters, we demonstrate the relevance of this study, we introduce some concepts 
and functions related to human mortality, we identify the main types of life annuities for 
individuals and for couples and we derivate formulae for the calculation of their actuarial present 
values. 
Finally, we carry out an empirical study of the actuarial present values of several life annuities for 
individuals and for couples, using Portuguese life tables for tariffs, proposed by Swiss Re. This 
study gives answers to some relevant questions related to the different life annuities considered. 
 
Keywords: life table; life annuities; actuarial present value of an annuity; last survivor annuities; 
joint life annuities with a contingent survivor benefit. 
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Capítulo I 
1. Introdução 
1.1. Enquadramento do tema da tese 
Compreender a mortalidade foi ao longo de muitos séculos o objetivo de estudo de muitos 
matemáticos ilustres. No entanto, foi a partir do século XVIII, com Abraham de Moivre, que a 
medida da mortalidade passou a ter um tratamento analítico para o cálculo de rendas e seguros 
dependentes da vida humana. 
Se todos soubessem exatamente quanto tempo viveriam, o risco de longevidade seria 
inexistente. É desse ponto de vista que Milevsky (2008) refere: “Quanto maior a incerteza em 
torno da duração da vida humana, quer individualmente quer em conjunto, maior é a 
necessidade de um mercado de rendas bem desenvolvido”.  
Em termos genéricos, uma renda sobre a vida humana (mais conhecida em Portugal por renda 
vitalícia) é uma forma de contrato financeiro que garante ao seu tomador uma série de 
pagamentos periódicos durante toda a sua vida, oferecendo assim uma proteção eficaz contra o 
risco de longevidade. Este tipo de contratos é, em geral, vendido por seguradoras do Ramo Vida. 
Apesar das rendas sobre a vida humana terem um papel cada vez mais importante na resolução 
das necessidades financeiras dos indivíduos após a sua passagem à reforma, conforme veremos 
mais à frente, os mercados destes produtos estão ainda pouco desenvolvidos na generalidade 
dos países da zona Euro. Segundo o estudo Swiss Re (2007), os mercados de rendas mais 
desenvolvidos encontram-se no Reino Unido, Suíça, Holanda e Estados Unidos. Por outro lado, 
de acordo com Rusconi (2008), o maior mercado de rendas vitalícias imediatas do mundo é o 
do Reino Unido, liderando também em termos da variedade de produtos oferecidos e da 
diferenciação do risco. 
O mesmo estudo da Swiss Re (2007) refere que a longevidade aumentou drasticamente nos 
últimos 150 anos, e prevê-se que continue a aumentar num futuro próximo. As pessoas vivem 
cada vez mais: a esperança de vida à nascença tem vindo a aumentar gradualmente. Por outro 
lado, a taxa de natalidade tem vindo a decrescer. 
Segundo a base de dados PORDATA1, a esperança de vida à nascença em Portugal no ano 1960 
era de 64 anos. Em 2011, a esperança de vida à nascença aumentou para 80,9 anos. Entre 
1960 e 2011 a esperança de vida das mulheres foi sempre superior à dos homens. Por outro 
                                                          
1  Fontes/Entidades: Eurostat a partir de dados de Institutos Nacionais de Estatística, PORDATA 
Última actualização: 2012-10-25 
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lado, segundo a mesma base de dados, a taxa bruta de natalidade (o número de nados-vivos por 
1000 habitantes) passou de 24,1 em 1960 para 9,2 em 2011. 
O risco sistemático do aumento da duração de vida da população, ou seja, o risco de 
longevidade, é enfrentado, não só pelas seguradoras, mas também pelo Estado. O rácio da 
população com 65 e mais anos sobre a população com idades entre os 15 e os 64 anos (mais 
precisamente, o índice de dependência idosos) tem vindo a crescer gradualmente e prevê-se que 
continue a crescer no futuro. Segundo a PORDATA, em Portugal, este rácio era de 12,7% em 
1960, passando a ser 29,2% em 2011. Isto significa que o peso da população no ativo, que é 
aquela que financia as pensões da população com mais de 65 anos, tem vindo a diminuir com o 
tempo. Este facto põe em causa a sustentabilidade financeira dos sistemas públicos de pensões, 
vulgarmente designados por Segurança Social. 
Em Portugal, o problema da sustentabilidade financeira da Segurança Social é reconhecido 
publicamente desde há alguns anos. Este problema é reforçado pelo facto do nosso sistema de 
pensões público ser um sistema Pay As You Go, ou seja, um sistema em que, as contribuições 
recebidas da população ativa pela Segurança Social num dado momento, servem para pagar as 
despesas correntes com as pensões pagas à população com mais de 65 anos.  
Os factos referidos anteriormente demonstram a necessidade cada vez mais premente de a 
população complementar as reformas que virá a receber do Estado (primeiro pilar da Segurança 
Social) recorrendo a produtos vendidos pelas seguradoras (dos segundo e terceiro pilares da 
Segurança Social), como por exemplo, os fundos de pensões individuais e profissionais, os 
Planos Poupança-Reforma (PPR) e as rendas vitalícias.  
Conforme se pode ver em Simões (1997), o financiamento da proteção de cada indivíduo (ou de 
cada agregado familiar) assenta em 3 pilares: 
 “Primeiro pilar: é o regime da segurança social pelo qual o individuo está coberto. 
Traduz os limites da solidariedade social; 
 Segundo pilar: são os regimes complementares resultantes de decisões a nível da 
empresa onde o individuo trabalha ou do grupo socioprofissional a que pertence. Traduz 
uma solidariedade de grupo; 
 Terceiro pilar: são as poupanças, os seguros e outros produtos da mesma natureza, 
adquiridos pelo indivíduo com o objectivo de autoproteção ou de proteção da sua família. 
Traduz um esforço individual de previdência.” 
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A definição dos três pilares da Segurança Social pode encontrar-se em numerosas obras, como 
por exemplo no relatório Comité Européen des Assurances (2005) e no estudo Swiss Re 
(2008a). 
Segundo o estudo Swiss Re (2008a), a coexistência dos três pilares amortece o sistema de uma 
variedade de choques. Por exemplo, uma parte substancial do segundo e do terceiro pilar 
consiste em fundos investidos em ações. Se ocorrer uma queda acentuada no preço dessas 
ações, isso irá afetar o segundo e o terceiro pilar, mas afetará pouco o primeiro pilar. Por outro 
lado, os défices orçamentais afetam o primeiro pilar, mas não afetam, nem o segundo, nem 
terceiro pilar. 
Alguns eventos, como uma grande recessão económica, podem ameaçar os três pilares em 
simultâneo. Por sua vez, o risco de longevidade também poderá enfraquecer os três pilares mas, 
neste caso, através de um efeito cumulativo mais grave. 
Numa tentativa de resolver o problema da sustentabilidade financeira da Segurança Social, 
prevê-se que, no futuro, o segundo e o terceiro pilar verão aumentar os seus pesos relativos em 
detrimento do primeiro pilar. Assim, as seguradoras terão um papel cada vez mais importante 
neste contexto. 
Ao oferecer proteção contra o risco de longevidade, através da oferta de rendas vitalícias ou 
outros produtos em que estas sejam parte integrante, as seguradoras assumem uma 
combinação de riscos financeiros e biométricos que são estritamente monitorizados e 
controlados. Estas entidades possuem uma matriz de cobertura e estratégias de transferência de 
risco à sua disposição de modo a mitigar a sua exposição ao risco. 
Segundo Rusconi (2008), o desenvolvimento dos mercados de rendas vitalícias, está sujeito a 
uma série de fatores externos, entre eles o sistema da Segurança Social, o sistema de planos de 
pensões privados e qualquer quadro de poupança obrigatória, bem como o impacto dos 
incentivos fiscais. Estes mercados de rendas diferem de país para país, onde os clientes, 
fornecedores e produtos variam. Os responsáveis políticos devem procurar compreender as 
questões do seu próprio país, antes de aplicar soluções aparentes dos outros. 
O mesmo working paper refere que o modelo adotado pelo sistema de Segurança Social, exerce 
uma forte influência sobre a necessidade de mercados de rendas sobre a vida humana. Em 
geral, quanto mais abrangentes os benefícios pagos pelo sistema de Segurança Social, menos 
fértil é o solo para o mercado privado de rendas. 
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Em Portugal, os sucessivos governos têm estado alerta para o problema da sustentabilidade 
financeira da Segurança Social. Desde há alguns anos, o Estado tem vindo a oferecer benefícios 
fiscais aos indivíduos que comprem PPR, incentivando-os, assim, a complementarem as 
reformas que lhes virão a ser pagas pelo Estado. Estes planos são uns dos instrumentos de 
poupança/reforma mais populares em Portugal. O resgate destes planos, após a idade de 
reforma, pode ser feito através de uma renda vitalícia, através de uma prestação única, ou 
mesmo de uma combinação das duas modalidades referidas. 
Caso o indivíduo opte por subscrever um PPR pode escolher receber a totalidade do montante 
acumulado quando termina a sua vida ativa. Se optar por um fundo de pensões (seja individual 
ou profissional), já só pode receber em capital, no máximo um terço do valor acumulado. Pelo 
menos dois terços desse valor têm que ser recebido através de uma renda mensal vitalícia. 
De tudo quanto referimos acima, podemos concluir que as rendas sobre a vida humana são um 
tema extremamente relevante e atual. O seu estudo, de um ponto de vista atuarial, contribuirá, 
com certeza, para encontrar algumas soluções para o problema do financiamento dos indivíduos 
no período após as suas reformas. É precisamente esse estudo que será desenvolvido nesta 
tese, dando-se uma ênfase especial às rendas sobre casais. 
O estudo, sob um ponto de vista atuarial, das rendas sobre casais, em particular, torna-se 
especialmente relevante. Em primeiro lugar, porque as rendas para casais são abordadas de 
uma forma pouco aprofundada nos manuais de ciências atuariais. Em segundo lugar, porque 
vários autores evidenciam a importância dos casais, quer como compradores de rendas vitalícias 
no mercado privado destes produtos, quer como beneficiários de pensões da Segurança Social 
(que também podem ser consideradas rendas vitalícias). De facto, verifica-se que as rendas 
vitalícias que garantem algum tipo de proteção aos esposos ou sobreviventes (incluindo aqui, 
alguns tipos de rendas individuais) são muito mais comuns do que as rendas vitalícias 
individuais puras. 
1.2. Objetivos da tese 
O objetivo principal desta tese é fazer um estudo, sob o ponto de vista atuarial, das rendas sobre 
a vida humana, dando-se especial relevo às rendas sobre casais. Conforme se acabou de 
demonstrar, este estudo nunca foi tão relevante, como hoje em dia. 
Para atingir este objetivo, introduziram-se alguns conceitos e funções associadas ao 
comportamento da mortalidade humana, identificaram-se os principais tipos de rendas sobre a 
vida humana individuais e para casais e derivaram-se fórmulas para o cálculo dos seus valores 
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atuariais. Por fim, realizou-se um estudo empírico dos valores atuariais de vários tipos de rendas 
vitalícias individuais e para casais, com base em tábuas de mortalidade portuguesas, para o 
cálculo de prémios de rendas vitalícias, propostas pela Swiss Re. Este estudo permite dar 
respostas a algumas questões relevantes relacionadas com as diferentes rendas vitalícias 
consideradas.   
1.3. Estrutura da tese 
A estrutura desta tese está organizada em sete capítulos.  
No capítulo I, faz-se o enquadramento do tema da tese, definem-se os seus objetivos e 
apresenta-se a sua estrutura.  
No capítulo II, definem-se as funções que especificam as distribuições probabilísticas da variável 
aleatória que representa a idade de um indivíduo no momento da sua morte e da variável que 
lhe está associada, o tempo de vida futuro de um indivíduo com uma determinada idade. Neste 
capítulo, explica-se, ainda, o que são tábuas de mortalidade, definem-se as funções que lhes 
estão associadas e distinguem-se os diferentes tipos de tábuas.  
No capítulo III, apresenta-se o conceito de renda sobre a vida humana, descrevem-se os 
principais tipos de rendas sobre uma cabeça e deduzem-se fórmulas para o cálculo dos valores 
atuariais destas rendas.  
No capítulo IV, explica-se a importância das rendas sobre casais, descrevem-se os principais 
tipos destas rendas e deduzem-se fórmulas para o cálculo dos seus valores atuariais.  
No capítulo V, apresentam-se as tábuas de mortalidade que vão ser utilizadas na parte empírica 
da tese, bem como a metodologia utilizada na sua construção.  
No capítulo VI, apresentam-se e discutem-se os resultados de um estudo empírico dos valores 
atuariais de vários tipos de rendas vitalícias individuais e para casais. Neste estudo são 
abordadas várias questões de interesse relacionadas com os diferentes tipos de rendas.  
Finalmente, no capítulo VII, são apresentadas as conclusões gerais da tese.  
 
 
 
 
 
6 
 
Capítulo II 
2. O comportamento da mortalidade humana 
2.1. Revisão histórica 
A mortalidade humana de uma população pode ser medida e conhecida através de uma tábua 
de mortalidade. Esta é considerada um instrumento teórico que permite medir as probabilidades 
de sobrevivência ou de morte em determinado período, para uma população exposta a este 
risco, em função da idade e do sexo. 
A tábua de mortalidade, também conhecida como tábua de vida ou tábua de sobrevivência, é 
um modelo de análise estatística utilizada por diversos especialistas como, demógrafos, atuários 
e médicos, com o objetivo de desenvolver estudos sobre a longevidade e a esperança de vida, 
entre outros. Nas ciências atuariais é uma componente indispensável em muitos dos modelos 
estudados. Aliás, segundo Bowers et al (1997), há alguns académicos que estabelecem o 
surgimento das ciências atuariais em 1693, ano em que Sir Edmund Halley publicou o artigo: 
“An Estimate of the Degrees of the Mortality of Mankind, Drawn from Various Tables of Births 
and Funerals at the City of Breslau”. Neste artigo aparece a primeira tábua de mortalidade 
construída em todo o mundo. 
De acordo com Garcia e Simões (2010), apesar de toda a informação que as tábuas de 
mortalidades contêm, estas não permitem incorporar, em padrões pré definidos, a natureza 
específica de um determinado indivíduo, a sua resistência ao meio ambiente, à doença, ao 
acidente e, naturalmente, à morte. O que, de facto, uma tábua de mortalidade traduz, é o 
padrão de comportamento da mortalidade de uma dada população em que o indivíduo está 
inserido.  
2.2. Funções associadas à sobrevivência  
2.2.1. Função de sobrevivência 
Todas as funções aplicadas à construção clássica de uma tábua de mortalidade têm uma 
notação específica adotada internacionalmente: a notação atuarial internacional (NAI). Esta 
notação foi originalmente adotada pelo congresso de atuários de 1898 e encontra-se em 
permanente revisão por um comité de notação da AAI, Associação Atuarial Internacional. 
O conceito de sobrevivência utilizado nesta dissertação está ligado à duração da vida futura de 
uma pessoa, ou de um grupo de pessoas, em determinadas circunstâncias previamente 
definidas.  
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Como já foi referido no capítulo anterior, o tempo de vida futuro de qualquer indivíduo é incerto. 
Quando um indivíduo nasce, a idade em que irá morrer, ou a idade no momento da sua morte, é 
uma variável aleatória contínua,  , que se supõe ter densidade       e função de distribuição 
     . Assim: 
       [   ]          
A função de sobrevivência,     , representa a probabilidade do acontecimento      , e vem 
dada pela seguinte igualdade: 
                      
Para um determinado     ,      representa a probabilidade de um recém-nascido sobreviver 
pelo menos até à idade  . 
A distribuição de   pode ser especificada, quer por      , quer por     . Por exemplo, a 
probabilidade de um recém-nascido morrer entre as idades   e  , com    , é dada por: 
 [     ]                         
2.2.2. Tempo de vida futuro de um indivíduo 
Vamos representar por     uma pessoa ou uma vida com idade x. O tempo de vida futuro de  
    é representado pela variável aleatória     , onde         . 
As probabilidades usadas no cálculo dos valores atuariais das rendas vitalícias, associadas à 
variável aleatória     , são: 
     [      ]          
que representa a probabilidade de     morrer antes de atingir a idade      , e  
           [      ]          
que representa a probabilidade de     sobreviver pelo menos até à idade      . Note-se que 
    é a função de distribuição de      e     é a função de sobrevivência associada a       
No caso particular em que    , omite-se o índice   nos símbolos     e    : 
    [      ] 
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é a probabilidade de     morrer dentro de um ano, ou seja, de morrer antes de atingir a idade 
     , e: 
    [      ] 
é a probabilidade de     sobreviver pelo menos até à idade      . 
A probabilidade de     sobreviver durante   anos e morrer nos u anos seguintes, o que é 
equivalente à probabilidade de     morrer entre as idades       e        , é 
representada pelo símbolo      , sendo dada por: 
       [          ]                      
2.2.3.  A força de mortalidade 
A função força de mortalidade, muitas vezes também designada por taxa instantânea de 
mortalidade, ou ainda, segundo Garcia e Simões (2010), por intensidade instantânea de 
transição do estado vivo para o estado morto, é representada por    e definida por: 
   
     
       
 
      
    
 
As propriedades de       e de      implicam que     . 
Note-se que    é uma medida relativa da mortalidade no momento em que a idade x é atingida, 
enquanto    mede a mortalidade ao longo de um ano, isto é, variando a idade entre x e 
     . 
2.3.  Tábuas de mortalidade 
Conforme é referido em Carrilho e Patrício (2004) e Pitacco et al (2009), existem dois tipos de 
tábuas de mortalidade: 
 Tábuas transversais ou de momento: são tábuas que recorrem a uma análise cross-
section em que um grupo fictício de indivíduos (geralmente 100 000) está exposto, em 
cada idade, à força de mortalidade do instante em que foi recolhida a informação. 
 Tábuas longitudinais ou de geração: são tábuas que se baseiam na observação de uma 
mesma geração ou cohort 2 de indivíduos, durante o intervalo de tempo  que vai do 
nascimento dos indivíduos até à morte do último individuo. Deste modo, consegue 
                                                          
2 Grupo de todos os indivíduos nascidos num determinado ano. 
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verificar-se, para cada uma das idades/faixas etárias, o número de pessoas expostas ao 
risco de morte e, de entre estas pessoas, aquelas que morreram num determinado 
período de tempo. 
Na prática, são mais utilizadas as tábuas transversais, pois as longitudinais são impraticáveis, 
devido ao tempo que demoraria a recolher os dados de toda uma geração, entre o nascimento 
dos indivíduos e a extinção do grupo. 
A forma mais convencional de uma tábua de mortalidade é a sua divisão em colunas que 
cruzam a idade dos indivíduos (representada por  ) com uma função biométrica. A primeira 
idade apresentada na tábua é normalmente denominada por idade raiz e o número de indivíduos 
vivos nessa idade (geralmente 100 000) é conhecido como a raiz da tábua. Assim, uma tábua 
de mortalidade é constituída por várias colunas, onde cada uma corresponde a uma função. A 
seguir, como exemplo, são mostradas algumas linhas e colunas duma tábua de mortalidade 
para os Estados Unidos, retirada de Bowers et al (1997): Life Table for the Total Population: 
United States, 1979-81. 
 
Tabela 1. Tábua de mortalidade completa para os Estados Unidos, 1979-81 
Intervalo de 
idade 
Período de vida 
entre duas idades, 
(     ) 
Probabilidade 
de morte 
Prob. de um 
indivíduo com 
idade   no início 
do intervalo, 
morrer durante 
este intervalo 
Número de 
indivíduos vivos 
no início do 
intervalo de 
idades 
Número de 
indivíduos que 
faleceram no 
intervalo de 
idades 
Esperança de 
vida 
Indica a média de 
anos que os 
indivíduos ainda 
têm de vida no 
início do intervalo 
de idades 
Anos           ̇  
 
0-1 0.01260 100 000 1260 73.88 
1-2 0.00093 98 740 92 73.82 
… … … … … 
109-110 0.35988 33 12 2.20 
A última idade atingível numa tábua é designada por idade limite e denotada, normalmente, por 
 . Neste exemplo, não foi definida a idade limite. Apesar da última linha da tábua dizer respeito 
ao intervalo de idades 109-110, espera-se que haja ainda alguns sobreviventes no início dos 110 
anos. 
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A função    representa o número esperado de sobreviventes até à idade x de um grupo inicial de 
   recém-nascidos (com    a raiz da tábua) e tem-se: 
           
Por seu lado, a função    representa o número esperado de mortes entre as idades x e       
de entre os    recém-nascidos, verificando-se: 
            
A função  ̇  representa o valor esperado de     , sendo designada por esperança de vida de 
   . 
 Verifica-se também que     pode ser obtida através da função   , da seguinte forma: 
    
    
  
 
As deduções das fórmulas das funções   ,    e     podem ser consultadas em qualquer 
manual de ciências atuariais, nomeadamente em Bowers et al (1997) e Dickson et al (2009). 
Em Portugal, as tábuas de mortalidade são divulgadas pelo Instituto Nacional de Estatística 
(INE), que publicou recentemente as tábuas completas de mortalidade (tábuas baseadas em 
dados referentes ao total da população portuguesa), para homens, mulheres e ambos os sexos, 
para o período de referência 2009-2011. 
A existência de tábuas de mortalidade separadas para homens e mulheres, deve-se ao facto de 
haver diferenças nos padrões de mortalidade entre os dois sexos. Atualmente, a esperança de 
vida nas mulheres é, na maioria dos países da OCDE, superior em cerca de cinco anos à 
esperança de vida dos homens (veja-se Garcia e Simões (2010)). 
As tábuas publicadas pelo INE caracterizam a mortalidade da população portuguesa e são 
vulgarmente designadas por tábuas de população. No entanto, essas tábuas não caracterizam a 
mortalidade da população que compra rendas vitalícias (incluindo aqui, fundos de pensões 
profissionais e individuais e PPR). Para esse efeito, são usadas as tábuas de mercado, ou seja, 
tábuas construídas com base em dados referentes à mortalidade de uma amostra de pessoas 
que compram este tipo de produtos (veja-se Pitacco et al (2009)). 
Verifica-se que a mortalidade das pessoas que compram rendas vitalícias é inferior à mortalidade 
da população em geral. Tal como referem Garcia e Simões (2010), os indivíduos que compram 
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este tipo de produtos efetuam uma auto seleção: em geral, são pessoas que se sentem bem de 
saúde e, portanto, têm quase a certeza que terão vidas longas. 
Em Portugal, as tábuas de mercado mais utilizadas no cálculo de prémios e benefícios 
referentes aos fundos de pensões profissionais são tábuas bastante antigas de outros países, 
onde se supõe que a mortalidade se mantem inferior à portuguesa. Estas tábuas são as 
TV73/77 e TV88/90, ambas de origem francesa. 
Segundo Garcia e Simões (2010), atualmente a tábua TV73/77 ajusta-se bem à mortalidade 
masculina portuguesa, embora, nas idades avançadas (principalmente, a partir dos 65 anos) 
haja diferenças significativas. Por seu lado, a tábua TV88/90 ajusta-se melhor à mortalidade 
feminina portuguesa. Devido a estes factos, nalguns fundos de pensões utilizam-se 
conjuntamente as duas tábuas, a TV73/77 para os homens e a TV88/90 para as mulheres. 
De acordo com os relatórios do Instituto de Seguros de Portugal (2010, 2011), em 2010 as 
tábuas TV88/90 passaram a ser as mais utilizadas nos fundos de pensões de benefício definido 
ou mistos, representando 40% destes planos (em 2009, o peso era cerca de 35%). Quanto às 
tabelas TV73/77, em 2010, eram utilizadas em 29,4% dos fundos de benefício definido ou 
misto, no que diz respeito à mortalidade dos beneficiários destes fundos, e em 24,1% dos 
fundos, no que diz respeito à mortalidade dos participantes nestes fundos (em 2009, estes 
pesos eram 33,8% e 38,5%, respetivamente). Note-se que na tábua TV88/90 a esperança de 
vida aos 65 anos é de 19,8 anos, enquanto que na TV73/77 é de 17,3 anos. 
É importante referir que a utilização de qualquer das duas tábuas mencionadas acima (ou outra 
do mesmo tipo) nos cálculos referentes a apólices do Ramo Vida de longo prazo pressupõe que 
os níveis de mortalidade atuais se manterão no futuro. No entanto, o decréscimo acentuado das 
taxas de mortalidade que se tem verificado nos últimos 100 anos, em quase todos os países 
desenvolvidos, demonstra que este pressuposto não é verdadeiro. Torna-se necessário 
incorporar nas tábuas utilizadas, de alguma forma, a tendência decrescente da mortalidade, de 
modo a traduzir com realismo o comportamento futuro da mortalidade.  
Para resolver este problema, recorre-se a tábuas de mortalidade dinâmicas que, entre outros 
possíveis fatores, dependem do ano de nascimento da pessoa a que se aplicam. No relatório 
Instituto de Seguros de Portugal (2010) é salientado o facto de que estas tábuas já são utilizadas 
em Portugal, nos cálculos referentes a alguns fundos de pensões profissionais. 
A Associação Portuguesa de Seguradores (APS) encomendou à seguradora Swiss Re a 
elaboração de um estudo em que se propusessem tábuas de mortalidade para serem utilizadas 
12 
 
pelas seguradoras portuguesas que comercializam rendas vitalícias. Estas tábuas são 
apresentadas no memorando técnico Swiss Re (2008b), encontrando-se este disponível no 
website da APS. 
Nesta dissertação, iremos utilizar, essencialmente, estas tábuas propostas pela Swiss Re. Por 
um lado, são as únicas tábuas de mercado disponíveis construídas a partir de dados da 
população portuguesa, com o objetivo especifico de serem usadas na determinação das tarifas 
das rendas vitalícias. Por outro lado, têm ainda a vantagem de serem tabelas dinâmicas, o que 
permite que todas as quantidades calculadas em relação às rendas vitalícias traduzam o risco de 
longevidade a que os indivíduos estão sujeitos. Devido à importância que estas tábuas têm nesta 
dissertação, ser-lhes-á dedicado um capítulo próprio (capitulo VI),onde serão apresentadas de 
forma detalhada. 
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Capítulo III 
3. Rendas sobre a vida humana individuais 
3.1. Os seguros de vida 
Proteger a família em caso de morte ou invalidez é uma característica do ser humano desde há 
muito tempo. Em meados de 1600, apareceram em Inglaterra os seguros de vida, assim como 
os seguros de mercadorias e transportes marítimos. Passados 135 anos, nos Estados Unidos 
começou a operar a primeira companhia de seguros de vida. 
Um seguro de vida baseia-se num contrato entre um indivíduo ou grupo de indivíduos, 
designados habitualmente por beneficiários, e uma seguradora. Este contrato é conhecido como 
apólice e é através dele que a seguradora se compromete a pagar de imediato aos beneficiários, 
o valor seguro, caso se verifiquem os acontecimentos descritos na apólice. 
Os benefícios especificados na apólice são, normalmente, designados por capital seguro. Esse 
capital pode ser variável de acordo com um esquema pré definido. Pode por exemplo, variar 
consoante a causa de morte. 
Em geral, sob a notação atuarial internacional (NAI) e sempre que não exista risco de confusão, 
o capital seguro é unitário. 
Os benefícios pagos podem ainda ser pagos de uma só vez ou durante um determinado período 
estipulado na apólice. 
De acordo com Garcia e Simões (2010) existem três modalidades de seguro, os seguros em 
caso de vida, os seguros em caso de morte e os seguros mistos ou tipo mistos. 
Os seguros em caso de vida, são pagos enquanto o beneficiário, ou beneficiários estão vivos. Os 
seguros de capital diferido e as rendas vitalícias são exemplos desta modalidade. Os seguros em 
caso de morte, obrigam a seguradora a pagar o valor segurado, caso o beneficiário ou 
beneficiários, morram. E no caso dos seguros mistos ou do tipo misto, o capital seguro é pago 
quer em caso de morte, quer em caso de vida. 
Os mesmos autores referem que, a modalidade com maior aceitação e interesse comercial, é a 
modalidade dos seguros mistos. Pois esta modalidade obriga sempre a seguradora a pagar o 
capital seguro aos beneficiários. Se o beneficiário falecer dentro do prazo do contrato, o 
pagamento do capital seguro é imediato. Se depois do prazo, o segurado se mantiver vivo, o 
capital seguro será igualmente pago. Na realidade, esta modalidade traduz a junção de duas 
modalidades básicas, um seguro em caso de morte temporário mais um seguro de capital 
diferido. Sendo o valor do capital seguro e os prazos das duas modalidades idênticos. 
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3.2. Juros e atualização financeira 
As seguradoras devem constituir provisões para poderem pagar dentro de um prazo   um 
determinado capital, e essas provisões devem gerar rendimentos. Para tal, têm de ter associada 
uma taxa de desconto. Essa taxa de desconto é conhecida como taxa instantânea de 
capitalização. Quer no pagamento de prémios pelo segurado quer no pagamento dos benefícios 
pela seguradora, tem de estar associada uma taxa de juro. Pois na sua maioria, os seguros são 
de longo prazo e o dinheiro têm um valor no tempo. 
Considerando um capital inicial   , capitalizando a uma taxa anual   fixa, do instante     até 
ao instante    . Obtém-se: 
          
  
Para obter o valor de um capital que dentro de   anos vale    tem hoje o valor: 
          
   
ou, considerando           
      
  
De forma geral, considerando quaisquer instantes   e   e uma taxa de juro   constante: 
          
       
    
esta fórmula equivale às duas expressões anteriores, e é conhecida como atualização do capital 
  para o instante  . Se     trata-se de uma capitalização, se     pode ser considerada uma 
atualização. 
Na parte prática desta dissertação consideramos para o cálculo dos valores atuariais das rendas 
a taxa de juro fixa. Porém, a taxa de juro pode variar com o tempo de forma contínua, e nesse 
caso teríamos de considerar os acréscimos de capital em cada instante, para se poder calcular o 
valor do capital final. Para tal, torna-se necessário recorrer a um função análoga à que foi 
descrita para a força de mortalidade, designada por força de capitalização ou taxa instantânea de 
capitalização. 
Considerando um capital    cuja variação contínua se deve à taxa de juro. A sua variação 
infinitesimal pode ser descrita pela igualdade 
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Onde      representa a taxa instantânea de capitalização no instante  . Sempre que a taxa de 
juro for constante, o factor de desconto composto anual pode ser dado por 
  
 
   
 ou     
3.3. Valor esperado ou valor atuarial 
Considere-se que um determinado valor   tem que ser pago a uma determinada entidade daqui 
a   anos, se e somente se ocorrer um determinado acontecimento cuja probabilidade é  . Pode 
definir-se uma v.a. discreta   que assume apenas dois valores com probabilidade não nula:  , 
com probabilidade  , e 0, com probabilidade      . 
De acordo com as leis da probabilidade, a variável aleatória   vai ter valor esperado    e 
variância          . 
Se considerarmos uma taxa instantânea de capitalização,  , o valor atual desta variável passará 
a ser: 
        
Assim, ao valor esperado desta variável,  [ ]          chamamos de valor atual esperado 
ou valor atuarial do capital  .  
No caso dos seguros de vida, pressupõe-se que esta atualização atuarial incida sob o efeito da 
taxa de desconto e sob o efeito da taxa de mortalidade. 
No cálculo dos valores atuariais das rendas de vida, considera-se que o instante de pagamento 
corresponde á variável aleatória  , contínua, com densidade      e que o capital a pagar 
também depende de  . Nessas condições, podemos considerar a variável aleatória  
           
onde o valor atual da variável aleatória   depende da taxa instantânea de capitalização e do 
valor do capital no momento  . 
Assim, o valor atuarial é dado pelo valor esperado:  
 [ ]  ∫               
 
 
 
Esta definição pode aparecer sob a forma de um integral de Riemann-Stieltjes: 
 [ ]  ∫              
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sendo      a função de distribuição de  . A vantagem desta definição é que pode englobar 
qualquer tipo de distribuição para  , contínua, discreta ou mista. 
Caso as taxas instantâneas de juro sejam variáveis, o valor atuarial é dado por: 
 [ ]  ∫   ∫                 
 
 
 
 
  
O valor atuarial de num conjunto de valores contingentes corresponde à soma dos respetivos 
valores atuariais. 
3.4. Prémio Puro 
Se o valor do prémio de um contrato de seguro entre um individuo e uma seguradora for único, 
o contrato terá de ser, por definição, equitativo. 
De acordo com a definição de Garcia e Simões (2010), chama-se prémio único ao valor de todas 
as indeminizações que a seguradora se compromete a pagar, caso ocorram os acontecimentos 
previstos no contrato. O valor deste premio é, em geral, referente a um dado período, 
normalmente um ano, mas pode referir-se à duração completa da apólice, designando-se então 
por, prémio único puro.  
O termo puro significa que ao valor atuarial considerado, não foram adicionadas quaisquer 
cargas de tipo técnico, de gestão ou comerciais, que são essenciais para o negócio rentável da 
seguradora. 
3.5. Fator de desconto atuarial 
O valor atuarial de um capital diferido unitário corresponde ao valor atuarial de um capital 
unitário a pagar a uma pessoa de idade  , se e somente se ela estiver viva passado   anos, e é 
representado por    , segundo a NAI, calcula-se através da fórmula: 
     
       
e é designado por fator de atualização atuarial, ou seja, constitui um fator de desconto que 
envolve simultaneamente os descontos financeiros e vitalícios. Se considerarmos o seu inverso, 
 
   
, constitui o fator de capitalização atuarial. 
Na literatura atuarial este valor aparece muitas vezes sob a forma de: 
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3.6. Rendas sobre a vida humana 
3.6.1. O conceito de renda 
Uma renda sobre uma vida humana baseia-se num contrato entre uma entidade (geralmente, 
uma seguradora) e um ou mais indivíduos. O(s) indivíduo(s) paga(m) um prémio à seguradora 
(único ou não), e a seguradora irá fornecer uma série de pagamentos (benefícios da anuidade) 
em quantidades e periocidade prescritos no contrato. O(s) segurado(s) deve(m) estar vivo(s) para 
receber cada pagamento do benefício. O valor que é pago em cada período é designado, 
habitualmente, por termo. O pagamento dos benefícios termina com a morte do(s) segurado(s). 
Devido à aleatoriedade da duração do grupo, o valor atual de cada pagamento a efetuar e a sua 
soma são também aleatórios. 
Conforme referem Garcia e Simões (2010), a utilização destas rendas é bastante diversificada. 
São aplicadas em: pensões de reforma, pensões de invalidez, pensões de sobrevivência, 
pagamentos de prémios dependentes da vida da pessoa segura, etc. 
As rendas vitalícias desempenham um papel importante no ramo dos seguros de vida. De 
acordo com Bowers et al (1997), os seguros de vida são geralmente comprados através de 
prémios periódicos (mensais, semanais, etc), ao invés de um prémio único. O valor a ser pago 
no momento do pedido, pode ser convertido através de uma opção de liquidação em alguma 
forma de renda vitalícia para o beneficiário. Alguns tipos de seguro de vida levam este conceito 
ainda mais longe, e em vez de pagar um montante fixo quando o beneficiário morre, optam por 
oferecer formas declaradas de benefícios de renda. Assim, por exemplo, pode haver uma renda 
mensal a pagar ao conjugue ou a um segurado aposentado. 
As rendas possuem um papel determinante no sistema de pensões. Na verdade, um plano de 
pensões pode ser considerado como um sistema de rendas vitalícias diferidas (a pagar durante a 
reforma), ao indivíduo aposentado, que contribuiu com um género de renda temporária durante 
a sua atividade profissional.  
3.6.2. A classificação das rendas 
Vão ser agora apresentados os diversos tipos de renda individuais sobre a vida humana. Note-se 
que ao longo do texto, quando é referido o valor da renda, está a ser considerado o respetivo 
valor atuarial, ou seja, o valor atual esperado. 
Uma renda de vida anual é paga uma vez por ano, condicionada à sobrevivência do indivíduo na 
data de pagamento. Se a renda for paga ao longo da vida do indivíduo é chamada de renda 
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vitalícia. Se for paga num termo máximo específico é chamada de renda temporária. Na 
realidade uma renda anual não é muito comum. São mais comuns as rendas semanais ou 
mensais. No entanto, as rendas anuais são importantes, pois não há informação sobre a 
mortalidade entre idades inteiras, e as tábuas de mortalidade usadas descrevem valores para 
idades inteiras.  
Os pagamentos periódicos das rendas são feitos continuamente e em intervalos equidistantes. 
Se o pagamento começar imediatamente após a subscrição da apólice, a renda é denominada 
de renda imediata, se alternativamente, os pagamentos começarem após um período de 
diferimento, é chamada de renda diferida. Os pagamentos que são efetuados no início do 
período correspondem a rendas antecipadas, e os pagamentos efetuados no fim do período 
correspondem a rendas postecipadas. 
 
Tabela 2.  Quadro resumo das rendas 
Rendas contínuas Pagas continuamente no tempo; 
Rendas discretas 
- Anuais 
- Fracionadas (
 
 
  pagas em  fracções) 
Pagas em intervalos de tempo discretos, 
normalmente anuais, trimestrais ou mensais;  
Rendas vitalícias Pagas durante toda a vida do indivíduo; 
Rendas temporárias 
Pagas durante um período de   anos ou até à 
morte do indivíduo, se esta ocorrer primeiro; 
Rendas antecipadas Os pagamentos são feitos no início do período; 
Rendas postecipadas Os pagamentos são feitos no fim do período; 
Rendas imediatas 
Os pagamentos são feitos desde que a apólice 
é comprada; 
Rendas diferidas 
Os pagamentos começam após um período de 
diferimento; 
Rendas de termos constantes  
Os termos da renda são constantes ao longo 
do tempo; 
Rendas de termos variáveis Os termos da renda variam ao longo do tempo. 
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3.6.3. Rendas certas ou financeiras 
O valor atual de uma renda sobre a vida humana, é uma variável aleatória que depende do 
tempo de vida futuro do indivíduo. Caso não haja incerteza no prazo de uma renda, estamos 
perante as chamadas rendas certas ou financeiras. 
O valor atual de uma renda certa paga durante   anos pode ser: 
 
Tabela 3. Rendas certas 
antecipada  
 ̈ ̅       
            
 
    
 
 
postecipadas 
   ̅̅ ̅      
          
   ̈ ̅     
  
contínua  ̅  ̅̅ ̅  ∫  
 
 
 
   
    
 
 
fracionada (em  
 
 
  períodos) 
antecipada: 
 ̈ ̅ 
   
  
 
 
    
 
   
 
     
   
  
 
    
    
 
postecipada: 
  ̅ 
   
 
 
 
                
 
    
    
 
   ̈ ̅ 
   
 
 
 
      , com  inteiro 
3.6.4. Rendas contínuas 
As rendas de vida contínuas são na prática, pagas em intervalos de tempo discretos. Mas, se 
esses intervalos de tempo forem demasiados próximos, é conveniente tratar os pagamentos 
como sendo contínuos.  
Uma renda deste género é paga continuamente no tempo, a uma taxa de  
 
 
  enquanto o 
indivíduo     sobrevive. Se a renda é paga semanalmente (assumindo 52 semanas por ano), 
então em cada semana, o pagamento da renda é de 
 
  
. Se os pagamentos são feitos 
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diariamente, o valor diário é de 
 
   
. O mesmo para um intervalo infinitesimal         . O 
pagamento é feito se     estiver vivo nesse intervalo. 
O valor esperado é denotado por  ̅  e a variável aleatória subjacente é  : 
   ̅  ̅̅̅, com     
          
 
 
Note-se que  ̅  ̅̅̅   ̅    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   ̅  ̅̅ ̅̅  
 
 
, para todo o    , onde   representa o tempo de vida 
futuro de    . A função distribuição       pode ser obtida através da distribuição de  . Assim: 
              ( ̅  ̅̅̅   )       
     
             [  
          
 
] 
   (
          
 
) para     
 
 
 
A densidade correspondente será 
      
 
  
      
 
  
  (
          
 
) 
  
   [          ]   
    
 para     
 
 
 
O valor atuarial de uma renda contínua é então dado por: 
 ̅  ∫  
   
 
 
      
Esta aproximação usa a soma (integral) do produto do montante pago em cada intervalo 
infinitesimal        e, o fator de atualização é a probabilidade de o pagamento ser feito. Para 
cada intervalo, o montante é 1   , o fator de atualização é      e a probabilidade de 
pagamento é    . 
Tempo 0         
     
Montante       
Desconto         
Probabilidade        
Figura 1. Rendas contínuas 
O valor esperado em função da distribuição de    é dado por: 
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 ̅  ∫  ̅  ̅
 
 
            
No geral, para determinar o valor atual de uma renda contínua: 
     ∫   
 
 
 [                       ]  [                             ]  
3.6.4.1. rendas temporárias 
O valor atual dos benefícios de uma renda de vida contínua temporária de 1 u.m por ano, paga 
continuamente no tempo, enquanto     sobrevive durante os próximos   anos, é dada pela v.a: 
  {
 ̅  ̅̅̅            
 ̅  ̅̅ ̅                  
 
Ou seja, é  ̅  ̅̅̅ se   ) morrer antes de atingir os   anos, especificados na apólice. E é  ̅  ̅̅ ̅  se o 
indivíduo sobreviver aos   anos. 
O valor atuarial para uma renda contínua temporária é dado por: 
 ̅    ̅̅ ̅̅ ̅̅   [ ]  ∫  ̅  ̅
 
 
             ̅  ̅̅ ̅      
Integrando por partes: 
 ̅    ̅̅ ̅̅ ̅̅  ∫  
 
 
 
      
Este é o valor atuarial dos pagamentos correntes para uma renda contínua temporária. 
Considera-se o pagamento de 1    no tempo  , multiplicado e atualizado por    e multiplicado 
por       que reflete a probabilidade de o pagamento ser feito no tempo   até ao momento  . 
Não há pagamentos após o tempo  , assim a probabilidade é 0. 
3.6.4.2. rendas diferidas 
O valor atual de uma renda contínua diferida é dado pela v.a.  : 
  {
                  ̅  ̅̅̅   ̅  ̅̅̅            
    ̅    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅   ̅  ̅̅̅   ̅  ̅̅ ̅                    
 
Onde a v.a.   pode assumir uma valor não maior do que 
 
 
  ̅  ̅̅ ̅  
  
 
, e a probabilidade de ser 
0 é igual a           . 
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O valor atuarial para uma renda contínua diferida é dado por: 
 ̅     [ ]  ∫  
 
 
 
 ̅    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅              
  ∫   
 
 
 ̅  ̅                  
               ∫  ̅  ̅                 
 
 
 
Assim, 
 ̅       ̅     
Uma forma alternativa, é usar as definições de   
                                                                   
                               
Estas expressões dão: 
 ̅     ̅   ̅    ̅̅ ̅̅ ̅̅  
Integrando por partes: 
 ̅    ∫  
 
 
 
      ∫    
 
 
   
3.6.4.3. rendas com período de garantia 
Um facto comum nos benefícios de pensões, é que a pensão anual é garantida por um período, 
mesmo que     morra antes do fim do período. Por exemplo, o benefício de uma pensão paga a 
um indivíduo com 65 anos, pode ser garantida por 5, 10 ou 15 anos. 
Segundo Rusconi (2008) os períodos de garantia mais comuns nas rendas de vida, são os 5 e 
10 anos. 
Nas rendas com período de garantia, os pagamentos dos benefícios são efetuados durante esse 
período, quer a pessoa esteja viva ou não. Após o período de garantia, os pagamentos só serão 
efetuados se a pessoa se mantiver viva.  
Estas rendas garantem o pagamento dos benefícios para os primeiros   anos. O valor atuarial 
dos pagamentos desta renda é dado pela v.a.: 
  {
 ̅  ̅̅ ̅                    
 ̅  ̅̅̅                    
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E o respectivo valor esperado: 
 ̅    ̅̅ ̅̅ ̅̅    [ ]  ∫  ̅  ̅̅ ̅             
 
 
 
  ∫  ̅  ̅             
 
 
 
                  ̅  ̅̅ ̅  ∫  ̅  ̅             
 
 
 
Usando a integração por partes: 
 ̅    ̅̅ ̅̅ ̅̅   ̅  ̅̅ ̅  ∫  ̅  ̅             
 
 
 
É obtido o valor atual dos pagamentos correntes, desde o tempo 0 até ao n-pagamento certo.  
 
Tabela 4. Quadro resumo das rendas contínuas (rendas de 1 u.m. por ano paga continuamente) 
Renda 
(género) 
Valor atual da variável aleatória   Valor atuarial de  [ ] 
vitalícia  ̅  ̅̅̅       
 
∫      
 
 
 
temporária (  
anos) 
 
  {
 ̅  ̅̅̅            
 ̅  ̅̅ ̅                  
 
 
 
 ̅    ̅̅ ̅̅ ̅̅  ∫  
 
 
 
      
 
diferida (  anos) 
 
  {
                   ̅  ̅̅̅   ̅  ̅̅̅        
    ̅    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅   ̅  ̅̅̅   ̅  ̅̅ ̅              
 
 
 ̅    ∫  
 
 
 
      
garantida (  
anos) 
 
  {
 ̅  ̅̅ ̅                        
 ̅  ̅̅̅                         
 
 
 
 ̅    ̅̅ ̅̅ ̅̅   ̅  ̅̅ ̅  ∫  
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Relações adicionais: 
  ̅     ̅   ̅    ̅̅ ̅̅ ̅̅  
   ̅   ̅̅ ̅̅ ̅̅  
 ̅    ̅̅ ̅̅ ̅̅
   
 ∫         
    
    
 
 
   
3.6.5. Rendas discretas 
As rendas de vida discretas, são em teoria análogas às rendas contínuas. Nas rendas contínuas 
não há diferença se os pagamentos são feitos no início ou no fim do período. Neste caso, já é 
necessário considerar se o pagamento é antecipado ou postecipado. 
Se considerarmos uma renda que paga 1 u.m. no inicio de cada ano enquanto     sobrevive. 
Estamos perante uma renda vitalícia antecipada. O valor atual desta variável aleatória   é dado 
por: 
   ̈    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
onde a v.a.   representa o tempo de vida futuro em anos inteiros de    . Os valores possíveis 
para esta v.a. são um conjunto de valores entre  ̈ ̅    até  ̈    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , e um valor menor  que 
 
 
. A 
probabilidade associada a  ̈    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ é  [   ]         . 
O valor atuarial desta renda é denotado por  ̈ : 
 ̈   [ ]   [ ̈    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅] 
          ∑  ̈    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 
   
        
3.6.5.1. rendas vitalícias 
a) antecipadas 
Considere-se uma apólice de vida a um indivíduo com idade  , assume-se que     é um 
número inteiro, o que nos permite usar convenientemente as tábuas de mortalidade. Com efeito, 
a prática comum é a de classificar um indivíduo pela sua idade desde a última data de 
aniversário. 
Suponha-se que é paga uma renda antecipada de 1 u.m. por ano, durante o tempo de vida 
futura de    . O primeiro pagamento ocorre imediatamente, o segundo ocorre um ano após o 
primeiro pagamento, desde que     esteja vivo. Os pagamentos seguem intervalos anuais 
condicionados à sobrevivência de     na data de pagamento. 
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Tempo 0 1 2  n 
      
Montante 1 1 1  1 
Desconto 1          
Probabilidade 1             
Figura 2. Rendas vitalícias antecipadas 
O pagamento das rendas é feito no tempo         , num total de     pagamentos. 
Definimos    como a morte de     ocorrer entre      e       . 
Assim, o número de pagamentos é     , incluindo o pagamento inicial. Isto significa que para 
          o valor atual da renda é  ̈     ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  se     . Através da primeira equação da tabela 
2 (rendas certas), o valor atuarial da variável aleatória para uma série de pagamentos anuais,  , 
pode ser escrito como: 
   ̈     ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
       
 
 
A condição para o pagamento em   acontecer, é que     esteja vivo na idade    , ou seja, 
      O valor atual desta variável aleatória pode ser expressa: 
                   
         
          
Assim, o valor esperado de uma renda vitalícia antecipada, é dado por: 
 ̈         
      
       
 ̈  ∑ 
    
 
   
 
b) postecipadas 
No caso de uma renda no valor de 1 u.m. por ano paga em atraso, condicionado à sobrevivência 
de    . É usado o termo de renda postecipada para referir uma renda em que o pagamento é 
feito no fim do período, em vez de no início. A notação atuarial é   . 
Tempo 1 2  n 
     
Montante 1 1  1 
Desconto          
Probabilidade             
Figura 3. Rendas vitalícias postecipadas 
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Assim, o valor atuarial de uma renda vitalícia imediata postecipadas, é dado por: 
   ∑ 
 
 
   
    
 Que pode ser também expresso, pela seguinte igualdade: 
    ̈    
3.6.5.2. rendas temporárias 
a) antecipadas 
No caso de uma renda temporária no valor de 1 u.m. por ano, paga a uma vida com idade atual 
    por um máximo de   anos. Onde, os pagamentos são feitos no tempo              
se     sobreviver à idade    . Tem valor atual  : 
  {
 ̈   ̅̅ ̅̅ ̅̅                    
 ̈                            
 
Assim, 
    ̈          ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
             
 
 
O valor esperado é dado por: 
 ̈    ̅̅ ̅̅ ̅̅   [ ]  
   [           ]
 
 
Tempo 0 1 2  n-1 
      
Montante 1 1 1  1 
Desconto 1            
Probabilidade 1               
Figura 4. Rendas temporárias antecipadas 
 ̈    ̅̅ ̅̅ ̅̅         
      
       
   
       
Assim, o valor atuarial de uma renda discreta temporária antecipada, é dado por: 
 ̈    ̅̅ ̅̅ ̅̅   ∑  ̈     ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
   
   
        ̈  ̅̅ ̅  
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 ̈    ̅̅ ̅̅ ̅̅  ∑ 
 
   
   
    
b) postecipadas 
A notação atuarial deste tipo de renda é denotada por      ̅̅ ̅̅ ̅̅ . Os pagamentos desta renda no 
valor de uma unidade monetária são feitos no tempo           condicionado à 
sobrevivência de (x). 
   ̈        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
Tempo 0 1 2  n 
      
Montante 1 1 1  1 
Desconto 1          
Probabilidade 1             
Figura 5. Rendas temporárias postecipadas 
     ̅̅ ̅̅ ̅̅        
      
       
 
     
 ̈            
     
     ̅̅ ̅̅ ̅̅   ̈    ̅̅ ̅̅ ̅̅     
     
3.6.5.3. Rendas diferidas 
Uma renda diferida é uma renda em que o primeiro pagamento ocorre num tempo futuro 
específico. Considere-se uma renda paga a um indivíduo hoje com idade    , onde os 
pagamentos de 1 u.m. vão começar à idade    , e   é um valor inteiro. 
O valor atual da v.a   é dado por: 
  {
                    
 ̈    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅   ̈  ̅̅ ̅          
 
Tempo 0 1 2        
       
Montante 0 0 0  0 1 
Desconto 1               
Probabilidade 1                   
Figura 6. Rendas diferidas 
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Assim, o valor atuarial de uma renda vitalícia antecipada, válida enquanto for viva uma pessoa 
de idade    , mas cujo primeiro termo só será pago passados   anos, é dado por: 
 ̈    ∑  
 
 
   
    
3.6.5.4. Rendas com período de garantia 
Considerando uma renda de 1 u.m. paga anualmente a    , e garantida por um período de   
anos. Então, o pagamento devido no ano   é pago esteja     vivo ou não se           
 . Mas, só é pago se     está vivo em     para           
O valor atual desta variável aleatória pode ser expressa: 
  {
 ̈           
 ̈     ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅          
 
Tempo 0 1 2            
        
Montante 1 1 1  1 1 1 
Desconto 1                    
Probabilidade 1 1 q  1           
Figura 7. Rendas com período de garantia 
Assim, o valor atuarial de uma renda garantida é dado por: 
 ̈   ̅̅̅ ̅̅ ̅   ̈  ̅̅ ̅      ̈    
  ̈  ̅̅ ̅  ∑  
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Tabela 5. Quadro resumo das rendas discretas antecipadas (rendas de 1 u.m. por ano paga no inicio de cada ano) 
Renda (género) Valor atual da variável aleatória   Valor atuarial de  [ ] 
Vitalícia  ̈    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅      
 
 ̈  ∑ 
    
 
   
 
 
Temporária (  
anos) 
 
  {
 ̈    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅              
 ̈  ̅̅ ̅                        
 
 
 
 ̈    ̅̅ ̅̅ ̅̅  ∑ 
 
   
   
    
 
 
Deferida (  anos) 
 
  {
                                
 ̈    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅   ̈  ̅̅ ̅               
 
 
 ̈    ∑  
 
 
   
    
 
Garantida (  
anos) 
 
  {
 ̈  ̅̅ ̅                              
  ̈    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅                               
 
 
 
 ̈  ̅̅ ̅  ∑  
 
 
   
     
 
Relações adicionais: 
  ̈    ̅̅ ̅     ̈      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
  ̈     ̈   ̈    ̅̅ ̅ 
  ̈    ̅̅ ̅̅̅ ̅̅ ̅̅   ̈  ̅̅ ̅   ̈   ̈    ̅̅ ̅ 
   ̅   ̅̅ ̅  
 ̈    ̅̅ ̅
   
 
3.6.6. Rendas pagas  vezes por ano (fracionárias) 
Para prémios, rendas e benefícios de pensão, a forma anual de uma renda pode ser pouco 
usual. Os prémios são pagos, na maioria das vezes, mensalmente, trimestralmente, ou por 
vezes, semanalmente. Os benefícios de pensão e as rendas compradas são pagas como um 
salário. 
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O valor atual de uma renda paga   vezes por ano, é definida em função da v.a   
   
, que 
representa o tempo de vida futuro inteiro arredondado para baixo. 
Pode recorrer-se à fórmula do valor actual para 
 
 
 rendas certas. Por exemplo,  ̈
  ̅̅ ̅
   
 é o valor 
actual para uma renda de 
 
   
, paga todos os anos, em   períodos de 
 
 
 por   anos, com o 
primeiro pagamento feito em     e o pagamento final em   
 
 
  (último período do ano  ). 
É importante lembrar que  ̈
  ̅̅ ̅
   
é um fator anual, isto é, nos valores do pagamento de 
 
 
 ano, é 
necessário multiplicar  ̈
  ̅̅ ̅
   
 pelo juro anual. 
Tempo 0  
 
 
 
 
 
 
     
Montante  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Desconto 1  
 
   
 
   
Probabilidade 1    
 
    
 
  
Figura 8. Rendas fraccionárias 
a) Vitalícias 
Considere uma renda de valor total 
 
   
, paga antecipadamente   vezes por ano durante 
todo o tempo de vida de (x), com cada pagamento de 
 
 
 O valor atual da v.a para esta renda 
é dado por: 
 ̈
  
   
 
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
   
 
     
    
 
 
    
 
O valor esperado é: 
 ̈ 
   
 
   [   
    
 
 
]
    
 
Usando o indicador da v.a: 
 ̈ 
   
 ∑
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Para rendas pagas postecipadamente: 
  
   
  ̈ 
   
 
 
 
 
a) Temporárias 
É uma extensão das rendas temporárias quando  
 
 
  pagamentos é limitado ao máximo de   
anos. Considere-se agora uma renda de 1 u.m por ano, paga antecipadamente   vezes por 
ano enquanto (x) for vivo por um máximo de   anos, cada montante no valor de  
 
 
.  Os 
pagamentos, as probabilidades associadas e os fatores de desconto para  
 
 
  termos de 
renda são: 
Tempo 0  
 
 
 
 
 
      
      
Montante  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 
Desconto 1  
 
   
 
   
   
   
Probabilidade 1    
 
    
 
      
 
  
Figura 9. Rendas fracionárias temporárias 
Usando o indicador da aproximação v.a: 
 ̈
    ̅̅ ̅̅ ̅̅
   
  ∑
 
 
    
   
 
 
 
 
 
   
Para uma renda temporária imediata: 
 
    ̅̅ ̅̅ ̅̅
   
  ̈
    ̅̅ ̅̅ ̅̅
   
 
 
 
(       ) 
O pagamento é feito no final do período. 
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Capítulo IV 
4. Rendas vitalícias sobre casais 
4.1. A importância das rendas para casais 
As rendas vitalícias desempenham um papel importante na teoria económica das escolhas do 
consumidor quando o tempo de vida futuro é incerto. Yaari (1965) mostrou que, um indivíduo 
com um determinado nível fixo de recursos e um tempo de vida futuro incerto, deve comprar 
uma renda para se proteger contra o risco de sobreviver mais anos do que os seus recursos 
permitem. 
Por outro lado, estudos mais recentes, como o de Mitchell, Poterba, Warshawsky e Brown 
(1999), mostram que os consumidores individuais podem obter ganhos substanciais com a 
compra de rendas. Estes estudos sugerem que um homem de 65 anos, que não tem acesso a 
um mercado de rendas atuarialmente justo, está disposto a desistir de cerca de 1/3 da sua 
riqueza, desde que isso lhe permita comprar uma renda atuarialmente justa com o resto da 
riqueza.  
No artigo Brown e Poterba (2000), estes autores evidenciam a importância dos casais, quer 
como compradores de rendas vitalícias no mercado privado destes produtos (nestas incluem-se 
as rendas individuais com período de garantia, as rendas conjuntas e as rendas associadas a 
planos privados de pensões), quer como beneficiários de pensões da Segurança Social (que 
também podem ser consideradas rendas vitalícias). De facto, verifica-se que a maioria dos 
indivíduos são casados quando atingem a idade da reforma, idade em que são compradas 
grande parte das rendas vitalícias. Estes autores também constatam o facto das rendas vitalícias 
individuais puras serem muito menos comuns do que as rendas individuais com período de 
garantia e as rendas vitalícias para casais, providenciando estas últimas algum tipo de proteção 
aos esposos ou sobreviventes. 
Tendo em consideração tudo quanto foi referido atrás e os substanciais aumentos da 
longevidade a que se tem assistido nas últimas décadas nos países desenvolvidos, é fácil 
concluir que o estudo das rendas vitalícias para casais se torna bastante relevante. É esse 
estudo, de um ponto de vista atuarial, que iremos desenvolver neste capítulo. Convém realçar 
que, apesar da sua importância, geralmente, as rendas para casais são abordadas de uma 
forma pouco aprofundada nos manuais de Ciências Atuariais. 
Tradicionalmente, nas abordagens atuariais dos seguros para casais, assume-se a hipótese da 
independência dos tempos de vida futuros dos dois membros do casal. A principal razão para 
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este facto é a inexistência, em geral, de dados sobre a sobrevivência conjunta dos casais. A 
hipótese em causa permite calcular as probabilidades de sobrevivência conjunta recorrendo às 
leis de sobrevivência individuais, expressas nas habituais tábuas de mortalidade para homens e 
mulheres. Também assumiremos esta hipótese nos próximos pontos deste capítulo. 
No entanto, como reconhecem vários autores, entre os quais Bowers et al (1997), Dickson et al 
(2009), Garcia e Simões (2010) e Promislow (2006), esta hipótese, em geral, não é verdadeira, 
pois os membros de um casal, para além de habitarem no mesmo local e terem os mesmos 
hábitos, circulam em veículos comuns, expondo-se assim aos mesmos riscos. A este propósito, 
vários autores, como Promislow (2006), referem também o “broken heart syndrome”, que se 
traduz num aumento da taxa de mortalidade de um dos membros de um casal, quando a/o 
esposa/o morre. 
Apesar da hipótese da independência entre os tempos de vida futuros dos membros de um casal 
ser aquela que aparece com mais frequência, há alguns estudos que consideram haver, algum 
tipo de dependência entre estas variáveis. 
Em Bowers et al (1997) são apresentadas duas breves abordagens para a dependência entre os 
dois tempos de vida futuros. Na primeira, é utilizado o modelo do choque comum, em que a 
dependência entre as duas variáveis aleatórias é provocada pela introdução de um evento 
exógeno comum que influencia as vidas dos dois membros do casal. Na segunda abordagem, 
recorre-se às cópulas. Mais precisamente, utiliza-se um determinado tipo de cópula (Frank’s 
copula) para especificar a distribuição conjunta das duas variáveis aleatórias em causa. 
Frees et al (1996) também utilizam a Frank’s copula para analisar um conjunto de dados 
referentes a rendas last survivor, um tipo de rendas para casais que será tratado mais à frente. 
Ji, Hardy e Li (2011) utilizam modelos de Markov e semi-Markov para modelar a dependência 
entre os tempos de vida futuros do marido e da mulher 
4.2. Principais tipos de rendas para casais 
Segundo Brown e Poterba (2000) existem dois tipos principais de rendas vitalícias para casais. 
Um dos tipos, é uma renda vitalícia que estipula um benefício periódico, geralmente mensal ou 
trimestral, a ser pago enquanto os dois membros do casal estiverem vivos. Adicionalmente, 
estipula uma fração desse benefício periódico, α (     ), a ser paga ao sobrevivente 
enquanto este estiver vivo, após a morte de um dos membros do casal. Geralmente,    , 
      ou      . No entanto, segundo o estudo LIMRA (1997), as seguradoras oferecem 
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rendas com qualquer fração α pretendida pelo comprador. Este tipo de renda é designado, 
genericamente, por renda com uma regra de pagamento last survivor. 
No caso em que    , o benefício periódico pago ao sobrevivente é igual àquele que era 
recebido pelo casal enquanto os dois estavam vivos. Este contrato é designado na literatura por 
renda joint and last survivor, renda joint and survivor ou, mais simplesmente ainda, renda last 
survivor. Por uma questão de simplificação, iremos utilizar a última designação ao longo deste 
trabalho. 
Nos casos em que       e      , os contratos designam-se por renda joint and one half 
e renda joint and two thirds, respetivamente. A popularidade destes contratos baseia-se no facto 
de, em geral, os casais reconhecerem que, após a morte de um deles, o outro poderá fazer face 
às suas despesas com um rendimento inferior àquele que o casal recebia originalmente. 
Há alguns autores, como por exemplo, Black e Skipper (2000), que preferem considerar as 
rendas joint and one half e joint and two thirds como versões modificadas das rendas last 
survivor. 
O outro tipo de rendas para casais, referido por Brown e Poterba (2000), é conhecido como 
renda joint life with a contingent survivor benefit ou renda with contingent spouse’s benefit. A 
principal diferença entre este tipo de renda e uma renda com regra de pagamento last survivor é 
que o primeiro especifica um dos membros do casal como o beneficiário principal. Enquanto o 
beneficiário principal for vivo, mesmo que o secundário faleça, a renda paga um determinado 
benefício periódico. Caso o beneficiário principal morra antes do secundário, este último passa a 
receber uma fração   (     ) do benefício original até à sua morte.  
No caso em que    , este segundo tipo de renda é equivalente a uma renda last survivor. No 
entanto, quando      , esta renda é diferente de uma renda com regra de pagamento last 
survivor com o mesmo  . A diferença reside no facto de que na renda joint life with a contingent 
survivor benefit a ordem pela qual ocorrem as mortes dos dois membros do casal determina o 
padrão temporal dos benefícios pagos. Nesta renda o beneficiário secundário é tratado 
assimetricamente no que diz respeito aos benefícios do membro sobrevivente. 
Em Garcia e Simões (2010), uma renda joint life with a contingent survivor benefit é designada 
por renda sobre o beneficiário principal reversível de   a favor do beneficiário secundário. Por 
uma questão de simplificação, passaremos a designar estas rendas, genericamente, por rendas 
reversíveis. 
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De acordo com Rusconi (2008), em geral, o   das rendas reversíveis varia no intervalo [
 
 
 
 
 
]. 
Na prática, verifica-se que estas rendas estão muitas vezes associadas a planos de pensões 
privados ou a pensões pagas pela Segurança Social, em que, em geral, é garantida proteção aos 
esposos dos beneficiários titulares. 
4.3. Probabilidades e notação utilizadas 
Neste ponto vamos definir os conceitos de joint life status e de last survivor status, bem como as 
probabilidades que lhes estão associadas. Estas são as probabilidades que serão utilizadas nas 
fórmulas dos valores atuariais das rendas para casais. Introduzimos, também, a notação que 
iremos utilizar nos próximos pontos. 
Consideremos um casal constituído por um homem com idade  , representado por    , e por 
uma mulher com idade  , representada por    . 
Suponhamos que este casal “sobrevive” enquanto ambos os membros estiverem vivos e “falha” 
quando ocorrer a primeira morte. Na literatura atuarial, a esta abstração dá-se o nome de joint 
life status e representa-se por     . 
A probabilidade deste status “sobreviver” pelo menos   anos, ou seja, de     e     estarem 
ambos vivos dentro de   anos, é representada por      . 
Atendendo a que, como referimos no ponto 4.1, vamos assumir a hipótese de que os tempos de 
vida futuros de     e     são variáveis aleatórias independentes, tem-se: 
            
A probabilidade de      “falhar” dentro de   anos, que corresponde à probabilidade de pelo 
menos um dos membros do casal morrer dentro de   anos, é dada por:  
                       (     )(     )
                
Repare-se que, tal como referimos no ponto 4.1, devido à hipótese da independência dos 
tempos de vida futuros de     e    , as probabilidades de sobrevivência conjunta podem ser 
obtidas à custa das probabilidades de sobrevivência individuais. 
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Agora, suponhamos que o casal “sobrevive” enquanto pelo menos um dos membros estiver vivo 
e, portanto, “falha” quando ocorrer a segunda morte. A esta abstração dá-se o nome de last 
survivor status e representa-se por    ̅̅ ̅ . 
A probabilidade deste status “sobreviver” pelo menos   anos, ou seja, de pelo menos um dos 
membros do casal estar vivo dentro de   anos, é representada por     ̅̅̅̅ . Atendendo ao facto da 
probabilidade de pelo menos um de dois eventos ocorrer, ser igual à soma das probabilidades 
de cada um deles ocorrer, menos a probabilidade dos dois ocorrerem simultaneamente, e à 
hipótese da independência dos tempos de vida futuros de     e    , tem-se: 
    ̅̅̅̅                              
Por outro lado, a probabilidade de    ̅̅ ̅  “falhar” dentro de   anos, ou seja, dos dois membros 
do casal morrerem dentro de   anos, é dada por: 
    ̅̅̅̅        ̅̅̅̅                   =        
4.4. Rendas joint life 
Por uma questão de simplificação e tendo em vista a parte prática da tese, neste ponto e nos 
seguintes apenas são abordadas rendas vitalícias que pagam 1 u.m. no início de cada ano. 
Uma renda joint life paga 1 u.m. no início de cada ano enquanto ambos os membros do casal 
estiverem vivos. Logo que um dos membros do casal morra, os pagamentos da renda cessam. O 
valor atuarial desta renda é dado por:  
 ̈   ∑ 
 
 
   
     ∑ 
    
 
   
    
Estas rendas são pouco vendidas já que não oferecem qualquer proteção aos membros 
sobreviventes dos casais. A utilidade destas rendas reside no facto dos valores atuariais dos 
principais tipos de rendas para casais se poderem expressar em termos dos valores atuariais de 
rendas individuais e de uma renda joint life. 
Uma renda joint life diferida   anos paga, passados   anos da data da emissão da apólice, 1 
u.m. no início de cada ano enquanto ambos os membros do casal estiverem vivos. Os 
pagamentos só se iniciarão, caso ambos os membros do casal se encontrem vivos após o 
período de diferimento. O valor atuarial desta renda vem:  
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 ̈    
 
        ̈         
          ̈        
4.5. Rendas com regra de pagamento last survivor  
4.5.1. Rendas last survivor  
Como vimos no ponto 4.2, uma renda com regra de pagamento last survivor com     é 
designada por renda last survivor. Esta renda paga 1 u.m. no início de cada ano enquanto pelo 
menos um dos membros do casal estiver vivo. Neste caso, após a morte de um dos membros 
do casal, o benefício periódico recebido pelo membro sobrevivente não diminui. O valor atuarial 
desta renda é dado por: 
 ̈  ̅̅̅̅  ∑ 
 
 
   
    ̅̅̅̅  ∑ 
 
 
   
                ̈   ̈   ̈   
Repare-se que este resultado é intuitivo. O valor atuarial desta renda é igual à soma dos valores 
atuariais de duas rendas individuais que pagam 1 u.m. no início de cada ano à mulher e ao 
homem enquanto cada um destes estiver vivo, menos o valor atuarial duma renda joint life (é 
necessário subtrair esta última parcela, caso contrário o casal receberia 2 u.m. enquanto 
estivessem os dois vivos). 
Uma renda last survivor diferida   anos paga, passados   anos da data da emissão da apólice, 1 
u.m. no início de cada ano enquanto pelo menos um dos membros do casal estiver vivo. Os 
pagamentos só se iniciarão, caso pelo menos um dos membros do casal se encontre vivo após o 
período de diferimento. O valor atuarial desta renda vem: 
 ̈  ̅̅̅̅   ̈       ̈     ̈     
Este resultado é igualmente intuitivo. O raciocínio é o mesmo que para o valor atuarial de uma 
renda last survivor imediata, com a diferença que tudo se passa   anos após a compra da apólice. 
4.5.2. Rendas joint and one half  
Uma renda joint and one half é uma renda com regra de pagamento last survivor com      . 
Esta renda paga 1 u.m. no início de cada ano enquanto ambos os membros do casal estiverem 
vivos. Após a morte de um dos membros do casal, passa a pagar 1/2 u.m. ao membro 
sobrevivente enquanto este estiver vivo. O valor atuarial desta renda vem: 
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 ̈
  ̅̅̅̅  
 
  
 
 
 
  ̈  ̅̅ ̅̅  
 
 
  ̈   
 
 
 ( ̈   ̈   ̈  )  
 
 
  ̈   
  
 
 ̈  
  
 
  ̈  
Note-se que conseguimos obter o valor atuarial de uma renda joint and one half somando metade 
do valor atuarial de uma renda last survivor com metade do valor atuarial de uma renda joint life. De 
facto, desta forma é paga 1 u.m. no início de cada ano enquanto os dois membros do casal 
estiverem vivos, passando a ser paga apenas 1/2 u.m. após a primeira morte.  
Uma renda joint and one half diferida   anos paga, passados   anos da data da emissão da 
apólice, 1 u.m. no início de cada ano enquanto ambos os membros do casal estiverem vivos, 
passando a pagar, após a morte de um dos membros, 1/2 u.m. ao membro sobrevivente 
(enquanto este estiver vivo). Os pagamentos só se iniciarão, caso pelo menos um dos membros 
do casal se encontre vivo após o período de diferimento. O valor atuarial desta renda é dado por: 
 ̈
  ̅̅̅̅  
 
  
   
 
 
  ̈  
 
 
 ̈       
4.5.3. Rendas joint and two thirds  
Uma renda joint and two thirds é parecida com uma renda joint and one half, com a diferença 
que paga 2/3 u.m. no início de cada ano após a primeira morte. O valor atuarial desta renda é 
dado por: 
 ̈
  ̅̅̅̅  
 
  
 
 
 
  ̈  ̅̅̅̅  
 
 
  ̈   
 
 
 ( ̈   ̈   ̈  )  
 
 
  ̈   
 
 
  ̈  
 
 
  ̈  
 
 
  ̈   
No caso deste valor atuarial, há que subtrair 1/3 do valor atuarial de uma renda joint life a 2/3 
da soma dos valores atuariais das duas rendas individuais pois, caso contrário, a renda pagaria 
4/3 u.m. enquanto os dois membros do casal estivessem vivos. 
O valor atuarial de uma renda joint and two thirds diferida   anos vem: 
 ̈
  ̅̅̅̅  
 
  
   
 
 
  ̈  
 
 
 ̈       
 
 
 ̈     
4.6. Rendas Reversíveis  
Como referimos no ponto 4.2, nas rendas reversíveis há um beneficiário principal e um 
beneficiário secundário. Vamos supor que o beneficiário principal é o homem e o secundário é a 
mulher. No entanto, obviamente, o caso inverso é igualmente válido. 
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Uma renda sobre     reversível de α (     ) a favor de     paga 1 u.m. no início de cada 
ano enquanto     estiver vivo (mesmo que     morra antes). Caso     morra antes de    , 
após a morte de       a renda passa a pagar α  u.m. a      no início de cada ano, enquanto 
esta for viva. O valor atuarial desta renda vem: 
 ̈        ̈     ̈     ̈   
Como é fácil constatar por esta fórmula, no caso limite em que    , esta renda passa a ser 
uma renda last survivor. No entanto, quando      , esta renda é diferente de uma renda 
com regra de pagamento last survivor com o mesmo α. Nesta, ao contrário do que acontece na 
renda com regra de pagamento last survivor, o beneficiário secundário,    , é tratado 
assimetricamente no que diz respeito aos benefícios do membro sobrevivente. De facto, nesta 
renda, após a morte de    ,     continua a receber 1 u.m., enquanto, após a morte de    , 
    passa a receber apenas α  u.m.. 
Uma renda sobre     reversível de α a favor de    , diferida   anos, garante os mesmos 
pagamentos que a renda imediata correspondente, mas apenas passados   anos da data da 
emissão da apólice. O valor atuarial desta renda é dado por: 
 ̈          ̈     ̈         ̈     
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Capítulo V 
5. Tábuas de mortalidade para o cálculo de prémios de rendas vitalícias em 
Portugal propostas pela Swiss Re 
5.1. Metodologia utilizada na construção das tábuas 
A Swiss Reinsurance Company, ou mais abreviadamente, Swiss Re, foi fundada na Suíça e é 
considerada a maior companhia de seguros e resseguros do mundo, operando em mais de 30 
países. A pedido da Associação Portuguesa de Seguradores (APS), no âmbito do projeto 
“Construction of Annuity Mortality Tables for Portugal”, a Swiss Re construiu tábuas de 
mortalidade dinâmicas para serem utilizadas pelas seguradoras portuguesas que comercializam 
rendas vitalícias. Os pormenores técnicos da construção destas tábuas, bem como as próprias 
tábuas, são apresentados no memorando técnico Swiss Re (2008), encontrando-se este 
disponível no website da APS. 
Os autores do memorando Swiss Re (2008), com base em dados para a população portuguesa 
para o período 1980-2005, construíram tábuas de mortalidade base para o ano de 2005, para 
homens e mulheres, e estimaram os parâmetros dos fatores de redução/melhoramento da 
mortalidade. As tábuas base em conjunto com as estimativas dos fatores de redução constituem 
tábuas dinâmicas, que estes autores designaram por Portugal Population Tables (Basis 2005) 
(tábuas da população). 
Assim, as referidas tábuas dinâmicas assumem o seguinte modelo de mortalidade exponencial: 
                
                     
onde           representa o valor de    dado pela tábua base de 2005,  
            
representa o fator de redução da mortalidade e      denota a intensidade do decréscimo 
anual da mortalidade.     é um parâmetro que varia com a idade   e o sexo.       representa, 
então, o valor de    num ano posterior a 2005, dado pela tábua dinâmica. 
Tendo em conta que a mortalidade da população que compra rendas é menor do que a 
mortalidade da população em geral, os referidos autores, com base na comparação de dados da 
mortalidade de pessoas que compram rendas com dados da mortalidade da população em 
geral, para outros países onde esses dados estão disponíveis, nomeadamente a Alemanha e o 
Reino Unido , construíram novas tábuas base para 2005 e estimaram novos fatores de redução, 
que no seu conjunto são tábuas dinâmicas e foram designadas  por Portugal Best Estimate 
Tables (Basis 2005). 
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Nas Best Estimate Tables as estimativas dos          vêm menores ou iguais às 
correspondentes estimativas das tábuas da população. Por outro lado, atendendo ao facto de 
que, em geral, os fatores de redução da mortalidade são maiores nas tábuas para a população 
em geral, do que nas tábuas para a população que compra rendas, as estimativas dos fatores de 
redução nas tábuas Best Estimate são menores ou iguais do que as estimativas correspondentes 
nas tábuas da população. Assim, nas tábuas Best Estimate assume-se que: 
                      
com     , onde           é o valor    de 2005 da tábua Best Estimate e          o 
valor correspondente da tábua da população. Assume-se ainda que: 
         
com     , onde      é o parâmetro do fator de redução da tábua Best Estimate  e    o 
correspondente parâmetro da tábua da população. 
Atendendo a que as seguradoras devem precaver-se o mais possível, os autores do memorando 
Swiss Re (2008) acham que os valores       das tábuas a usar no cálculo de prémios de 
rendas vitalícias devem ser ainda menores do que os valores correspondentes das tábuas Best 
Estimate.  
Por um lado, os referidos autores consideram que os           devem ainda ser reduzidos 
através de uma carga de segurança. Assim, propõem a fórmula: 
                    ) 
com                    , onde            é o valor    de 2005 da tábua para o 
cálculo de prémios e          o valor correspondente da tábua da população. 
Por outro lado, consideram que os fatores de redução das tábuas para o cálculo de prémios 
devem ser maiores do que os correspondentes fatores de redução das tábuas Best Estimate 
(embora, menores do que os fatores das tábuas da população). A fórmula proposta é a seguinte: 
          
com                   , onde       é o parâmetro do fator de redução da tábua 
para o cálculo de prémios  e    o correspondente parâmetro da tábua da população.  
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Da aplicação das estimativas dos coeficientes    e     às estimativas dos        ) e dos    
das tábuas da população, respetivamente, surgem as tábuas dinâmicas propostas pela Swiss Re 
para o cálculo de prémios de rendas vitalícias em Portugal. No memorando Swiss Re (2008) 
estas tábuas são designadas por Portugal Proposed Tariff Tables (Basis 2005). 
5.2. Apresentação das tábuas e da forma como são utilizadas no cálculo de 
valores atuariais de rendas vitalícias 
As tábuas utilizadas, na parte empírica desta dissertação, para o cálculo de valores atuariais de 
rendas vitalícias,são as tábuas dinâmicas da população (Portugal Population Tables (Basis 
2005)) e as tábuas dinâmicas para o cálculo de prémios (Portugal Proposed Tariff Tables (Basis 
2005)), para ambos os sexos, propostas no memorando Swiss Re (2008). Devido à sua 
extensão, decidimos apresentar estas tábuas no Anexo 1 e 2.  
Cada uma destas tábuas apresenta, para cada idade inteira x, as estimativas da probabilidade 
         e do parâmetro   . A idade limite da tábua para os homens é       e da tábua 
para as mulheres é      . 
Repare-se que nas tábuas propostas pela Swiss Re, ao contrário do que acontecia nas tábuas 
abordadas no ponto 2.3, não são apresentados os valores da função   , apenas os valores da 
probabilidade   . Assim, torna-se necessário calcular as probabilidades     , que aparecem 
nas fórmulas dos valores atuariais das rendas vitalícias, recorrendo aos   . Isso é feito utilizando 
a seguinte fórmula: 
    ∏    
   
   
 ∏        
   
   
 
Por exemplo, o valor atuarial de uma renda vitalícia anual postecipada a pagar a uma pessoa de 
idade x, é dado por: 
   ∑ 
 
 
   
   ∑ 
 
 
   
[∏        
   
   
]  
Quando se utilizam tabelas dinâmicas para o cálculo dos valores atuariais das rendas, a 
probabilidade de um indivíduo com idade  , no ano  , sobreviver até à idade       
representada por         pode ser obtida pela seguinte fórmula: 
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       [       ][           ][           ]  [               ]
 ∏[           ]
   
   
 
Uma outra fórmula que utilizaremos na parte empírica desta dissertação, é a seguinte 
aproximação para a esperança de vida duma pessoa com idade x: 
 ̇  ∑    
 
   
 
 
 
 
A derivação desta fórmula pode ser encontrada em Dickson et al (2009). Note-se que, tendo em 
conta que o somatório da fórmula anterior corresponde ao valor atuarial de uma renda vitalícia 
anual postecipada a pagar a uma pessoa de idade x, calculada com uma taxa de juro de 0%, 
tem-se também a seguinte aproximação:  
 ̇     
 
 
 
 com    calculado com uma uma taxa de juro de 0%.  
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Capítulo VI 
6. Estudo empírico dos valores atuariais de vários tipos de rendas vitalícias 
individuais e para casais 
6.1. Objetivos  
Neste capítulo pretende-se fazer um estudo empírico dos valores atuariais de vários tipos de 
rendas vitalícias individuais e para casais, abordados nos Capítulos III e IV. Este estudo será 
efetuado com base nas seguintes tábuas de mortalidade propostas pela Swiss Re: Portugal 
Population Tables (Basis 2005) e Portugal Proposed Tariff Tables (Basis 2005). 
Neste estudo, para além de fazermos uma análise dos valores atuariais de diversas rendas 
individuais e para casais em função de diferentes variáveis, como a idade de entrada 
(combinação de idades de entrada), a taxa de juro e o período de diferimento, vamos tentar 
responder a diversas questões relevantes relacionadas com essas rendas. 
No ponto 6.2.1, vamos medir a diferença entre os níveis de mortalidade da população em geral 
e da população que compra rendas vitalícias. 
No ponto 6.2.2, vamos avaliar os efeitos do aumento sistemático da longevidade nos valores 
atuariais das rendas individuais imediatas e diferidas. 
No ponto 6.2.3, proceder-se-á ao estudo dos efeitos da inclusão de um período de garantia nas 
rendas individuais imediatas. Este estudo permitir-nos-á averiguar até que idade vale sempre a 
pena incluir um determinado período de garantia numa renda. 
Finalmente, no ponto 6.2.4, far-se-á uma análise dos valores atuariais dos principais tipos de 
rendas vitalícias para casais. Esta análise vai permitir responder a algumas questões de relevo 
acerca destas rendas, tais como, até que idades do homem e da mulher se torna mais vantajosa 
a compra de uma renda last survivor em detrimento de uma joint and one-half ou joint and two-
thirds e, nas rendas reversíveis a favor da mulher, quais as consequências para a mulher de ser 
tratada assimetricamente no que diz respeito aos benefícios do membro sobrevivente. 
6.2. Apresentação e discussão dos resultados 
6.2.1. Esperança de vida da população em geral e da população que compra 
rendas vitalícias  
Sabe-se que, em geral, os níveis de mortalidade da população que compra rendas vitalícias são 
menores do que os da população em geral. Isto, deve-se ao facto de, em geral, serem as 
pessoas que se sentem bem de saúde que têm maior tendência para comprar rendas vitalícias. 
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Este efeito de auto seleção levada a cabo pelas pessoas que compram rendas vitalícias é 
reconhecido na literatura por vários autores, entre os quais Pitacco et al (2009) e Garcia e 
Simões (2010). 
Tendo em conta que a Swiss Re propõe tábuas de mortalidade para a população portuguesa 
para o cálculo de prémios de rendas vitalícias, seria interessante medir a diferença entre os 
referidos níveis de mortalidade com base nestas tábuas. Isso pode ser feito através do cálculo da 
esperança de vida para várias idades. 
Assim, foram calculadas as esperanças de vida dos homens e das mulheres, para várias idades, 
utilizando as tábuas estáticas para 2005 das Portugal Population Tables (Basis 2005) e das 
Portugal Proposed Tariff Tables (Basis 2005). Em seguida, procedeu-se à comparação das 
esperanças de vida obtidas com os dois tipos de tábuas. Nos cálculos utilizámos a fórmula para 
a esperança de vida apresentada no ponto 5.2. 
As esperanças de vida calculadas para a população portuguesa em geral e para a população que 
compra rendas vitalícias, são apresentadas na seguinte tabela: 
Tabela 6. Esperança de vida da população portuguesa e da população que compra rendas vitalícias 
 
Esperança de vida da população 
em geral 
Esperança de vida da população 
que compra rendas vitalícias 
Idade Homens Mulheres Homens Mulheres 
0 74,9 81,6 79,8 84,5 
30 46,1 52,3 51,1 55,3 
40 37,0 42,7 41,8 45,6 
50 28,2 33,3 32,8 36,1 
55 24,0 28,7 28,4 31,4 
60 20,0 24,2 24,0 26,7 
65 16,2 19,8 19,8 22,2 
70 12,7 15,6 15,8 17,8 
75 9,5 11,8 12,1 13,3 
80 7,0 8,6 9,0 10,0 
Através da observação dos valores da Tabela 6, pode afirmar-se que: 
 Para qualquer idade, em ambas as tábuas, a esperança de vida da mulher é sempre 
significativamente superior à do homem. Atualmente, isto verifica-se na maioria dos 
países desenvolvidos. A esperança de vida à nascença da população geral, em 2005, é 
de 74,9 anos para o homem e 81,6 anos para a mulher. Este facto está de acordo com 
a afirmação de Garcia e Simões (2010) de que, atualmente, na maioria dos países da 
OCDE, a esperança de vida à nascença das mulheres é cerca de 5 anos superior à dos 
homens. Por outro lado, verifica-se que as diferenças entre as esperanças de vida das 
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mulheres e as dos homens são maiores na população em geral do que na população 
que compra rendas vitalícias. 
 Os valores da tabela confirmam plenamente o efeito de auto seleção mencionado acima. 
Para todas as idades, tanto para os homens como para as mulheres, a esperança de 
vida da população que compra rendas é sempre superior à esperança de vida da 
população em geral, sendo, até aos 40 anos, cerca de 5 anos superior nos homens e 
cerca de 3 anos nas mulheres. Verifica-se que, aos 65 anos (idade em torno da qual se 
compram grande parte das rendas vitalícias), um homem que compre uma renda vive 
em média mais 3,6 anos do que um homem da população em geral. No caso das 
mulheres, o referido diferencial é de 2,4 anos. 
 Conforme se acabou de referir, as diferenças entre a esperança de vida da população 
que compra rendas e a da população em geral são maiores em valor absoluto para os 
homens do que para as mulheres. Estas diferenças são também maiores em 
percentagem. Estas observações sugerem que o efeito de auto seleção é maior nos 
homens que compram rendas vitalícias do que nas mulheres na mesma situação. 
Na tabela seguinte são comparadas as esperanças de vida da população portuguesa com base 
nas tábuas estáticas para 2005 das Portugal Population Tables (Basis 2005) e nas tábuas 
estáticas para a população portuguesa, publicadas pelo INE, obtidas com dados para os anos 
2004, 2005 e 2006. 
Tabela 7. Esperança de vida da população portuguesa (tábuas da Swiss Re versus tábuas do INE) 
 
Esperança de vida da população 
com base nas tábuas estáticas de 
2005 da Swiss Re 
Esperança de vida da população 
com base nas tábuas do INE 
(2004, 2005, 2006) 
Idade Homens Mulheres Homens Mulheres 
0 74,9 81,6 74,8 81,3 
30 46,1 52,3 46,1 52,0 
40 37,0 42,7 36,8 42,3 
50 28,2 33,3 28,1 32,9 
55 24,0 28,7 23,9 28,3 
60 20,0 24,2 19,8 23,8 
65 16,2 19,8 16,0 19,4 
70 12,7 15,6 12,4 15,2 
75 9,5 711,8 9,2 11,3 
80 7,0 8,6 6,5 ,9 
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Analisando a Tabela 7, constatamos que as esperanças de vida apresentadas pelas duas tábuas 
são muito semelhantes, embora os valores das tábuas do INE sejam consistentemente 
ligeiramente inferiores aos dos correspondentes valores das tábuas da Swiss Re. O resultado 
desta comparação permite concluir que as tábuas estáticas para a população portuguesa 
construídas pela Swiss Re são consistentes com as tábuas publicadas pelo INE. 
6.2.2. Efeitos do aumento da longevidade nos valores atuariais das rendas 
vitalícias individuais 
Nos últimos 150 anos, a longevidade tem vindo a aumentar sistematicamente ao longo do 
tempo, e não se prevê uma mudança nesta tendência nos próximos anos. Consequentemente, 
as tábuas de mortalidade de período ou estáticas não são adequadas para calcular os prémios 
das rendas sobre a vida humana.  
Tendo em conta este facto, foram calculados os valores atuariais de rendas vitalícias imediatas e 
diferidas utilizando as tábuas estáticas para 2005 e as tábuas dinâmicas das Portugal Proposed 
Tariff Tables (Basis 2005), com o objetivo de perceber qual o acréscimo em percentagem do 
valor atuarial de uma renda obtido com a tábua dinâmica em relação ao valor correspondente 
obtido com a tábua estática. O interesse deste exercício é ver em quanto é que o preço base de 
uma renda (isto é, sem entrar em linha de conta com cargas para as despesas da seguradora, 
lucro, etc.), que corresponde ao seu prémio puro, seria subavaliado, caso a seguradora utilizasse 
uma tábua estática, em vez de uma dinâmica, no seu cálculo. Repare-se que, caso a seguradora 
utilizasse a tábua estática em vez da dinâmica, esta estaria, efetivamente, a incorrer numa 
perda. 
Na Tabela 8 são apresentados os valores atuariais de rendas vitalícias imediatas, para taxas de 
juro de 2% e 4%, para homens e mulheres, calculados com as tábuas estáticas para 2005 e com 
as tábuas dinâmicas. Todos os valores atuariais desta tabela, bem como os das tabelas 
seguintes, dizem respeito a rendas vitalícias antecipadas que pagam 10000 euros anualmente. 
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Tabela 8. Valores atuariais de rendas imediatas 
 Taxa de Juro = 2% Taxa de Juro = 4% 
 Tábuas estáticas Tábuas dinâmicas Tábuas estáticas Tábuas dinâmicas 
Idade Homem Mulher Homem Mulher Homem Mulher Homem Mulher 
30 318 780 336 130 338 410 362 630 219 020 226 920 226 400 235 460 
40 282 150 300 140 300 580 326 210 203 360 212 610 211 600 222 730 
50 239 580 257 770 255 140 281 680 182 090 192 690 190 280 203 830 
55 215 940 233 840 229 390 255 880 168 830 179 940 176 470 191 170 
60 190 650 207 840 201 610 227 400 153 480 164 830 175 700 175 700 
65 163 920 180 000 172 200 196 520 135 940 147 240 141 350 157 220 
70 136 500 150 790 142 270 163 840 116 600 122 760 120 610 135 790 
75 109 510 121 170 113 220 130 580 96 260 105 430 98 990 112 040 
Analisando a Tabela 8, verificamos que, como seria de esperar, para qualquer das taxas de juro 
e tipo de tábuas, o valor atuarial da renda para a mulher é sempre superior ao correspondente 
valor para o homem. Por outro lado, como também seria de esperar, um determinado valor 
atuarial para a taxa de juro de 4% é sempre menor do que o valor correspondente para a taxa de 
juro de 2%. 
Na Tabela 9 apresentam-se os acréscimos em percentagem dos valores atuariais das rendas 
imediatas calculados com as tabelas dinâmicas em relação aos valores correspondentes 
calculados com as tabelas estáticas. 
Tabela 9. Acréscimos em percentagem dos valores atuariais das rendas imediatas obtidos com as tábuas dinâmicas em 
relação aos valores obtidos com as tábuas estáticas 
 Acréscimos (em %) 
 Taxa de juro = 2% Taxa de Juro = 4% 
Idade Homem Mulher Homem Mulher 
30 6,16 7,88 3,37 3,76 
40 6,53 8,69 4,05 4,76 
50 6,49 9,28 4,50 5,78 
55 6,23 9,42 4,53 6,24 
60 5,75 9,41 4,36 6,59 
65 5,05 9,18 3,97 6,78 
70 4,23 8,65 3,44 6,70 
75 3,39 7,77 2,84 6,27 
Da análise da Tabela 9, podemos tirar as seguintes conclusões: 
 Estes resultados vêm confirmar que as tábuas estáticas não são adequadas para 
calcular os prémios das rendas vitalícias imediatas. O aumento sistemático da 
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longevidade não refletido nas tábuas estáticas leva a que os prémios puros das 
referidas rendas, calculados com estas tábuas, sejam significativamente 
subavaliados. No caso da taxa de juro de 2%, os valores atuariais das rendas são 
subavaliados numa percentagem que vai dos 3,39% aos 9,42%, consoante a 
combinação de idade e sexo considerada. No caso da taxa de juro de 4%, estas 
percentagens são, naturalmente, menores, chegando, no entanto, aos 6,78%. 
 Em todos os casos, o acréscimo para uma taxa de juro de 4% é sempre menor que 
o correspondente acréscimo para uma taxa de juro de 2%. Este resultado era 
esperado, já que a atualização vitalícia dos pagamentos das rendas, que envolve 
probabilidades de sobrevivência, reforça a atualização financeira através da taxa de 
juro e, portanto, o impacto do aumento da longevidade nos valores atuariais vai 
notar-se mais quando a taxa de juro é menor. Veja-se a este propósito, por exemplo, 
Garcia e Simões (2010). 
 Para uma determinada taxa de juro e idade de entrada, o acréscimo para a mulher é 
sempre significativamente maior do que para o homem. Este resultado vai contra a 
intuição pois significa que o aumento da longevidade é maior para as mulheres do 
que para os homens. Como as mulheres já têm uma esperança de vida superior à 
dos homens, esperar-se-ia que os melhoramentos na mortalidade fossem menores 
para as mulheres. 
 Para uma determinada taxa de juro, o comportamento do acréscimo com o aumento 
da idade de entrada não é linear, em geral, aumenta até uma certa idade e depois 
decresce. Na maioria dos casos o acréscimo para os 30 anos é superior ao 
acréscimo para os 75 anos. 
6.3. Efeitos da inclusão de um período de garantia nas rendas vitalícias 
imediatas  
As rendas vitalícias com período de garantia garantem os pagamentos dentro do período de 
garantia, independentemente da pessoa segura se encontrar viva ou não. Estas rendas têm 
bastante interesse para os segurados casados ou com familiares a cargo pois garantem alguma 
proteção aos esposos ou familiares sobreviventes, no caso da morte prematura das pessoas 
seguras. 
Os objetivos dos cálculos efetuados neste ponto são medir os acréscimos nos valores atuariais 
das rendas vitalícias imediatas provocados pela inclusão de um período de garantia e averiguar 
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até que idade vale sempre a pena optar pela inclusão do período de garantia, tendo em 
consideração os acréscimos pouco significativos nos valores atuariais das rendas. 
Na Tabela 10 são apresentados os valores atuariais de rendas vitalícias imediatas com períodos 
de garantia de 5 e 10 anos, para taxas de juro de 2% e 4%, para homens e mulheres, calculados 
com as tábuas dinâmicas das Portugal Proposed Tariff Tables (Basis 2005). 
Tabela 10. Valores atuariais de rendas imediatas com período de garantia 
 Taxa de juro = 2% Taxa de juro =4% 
 Garantia 5 anos Garantia 10 anos Garantia 5 anos Garantia 10 anos 
Idade Homem Mulher Homem Mulher Homem Mulher Homem Mulher 
30 340 610 363 450 342 870 364 430 227 800 235 970 229 140 236 530 
40 303 590 327 650 306 660 329 260 213 630 223 670 215 550 224 650 
50 259 350 283 920 263 390 286 130 193 290 205 390 195 990 206 820 
55 234 310 258 510 239 050 261 370 180 110 193 060 183 380 194 970 
60 207 530 230 860 213 770 234 480 164 690 178 260 169 140 181 050 
65 179 990 201 410 188 980 207 450 147 480 160 980 154 100 165 310 
70 153 120 171 190 166 680 181 150 129 430 141 630 139 700 149 020 
75 129 020 142 560 148 320 158 880 112 220 121 890 127 240 134 370 
Na Tabela 11 apresentam-se os acréscimos em percentagem dos valores atuariais das rendas 
imediatas com períodos de garantia de 5 e 10 anos em relação aos valores atuariais das rendas 
correspondentes sem período de garantia. 
Tabela 11. Acréscimos em percentagem dos valores atuariais das rendas imediatas provocados pela inclusão de um período 
de garantia 
 Acréscimos (em %) 
 Taxa de juro = 2% Taxa de juro =4% 
 Garantia 5 anos Garantia 10 anos Garantia 5 anos Garantia 10 anos 
Idade Homem Mulher Homem Mulher Homem Mulher Homem Mulher 
30 0,65 0,23 1,3 0,50 0,62 0,22 1,21 0,45 
40 1,00 0,44 3,02 0,94 0,96 0,42 1,87 0,86 
50 1,65 0,80 3,23 1,58 1,58 0,77 3,00 1,47 
55 2,14 1,03 4,21 2,15 2,06 0,99 3,92 1,99 
60 2,94 1,52 6,03 3,11 2,82 1,46 5,60 3,05 
65 4,52 2,49 9,74 5,56 4,34 2,39 9,02 5,15 
70 7,63 4,49 17,16 10.57 7,31 4,30 15,83 9,72 
75 13,96 9,15 31,00 21,67 13,37 8,79 28,54 19,93 
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Analisando a Tabela 11, chegamos às seguintes conclusões: 
 Os acréscimos para a taxa de juro de 4% são muito semelhantes aos correspondentes 
acréscimos para a taxa de juro de 2%, embora os primeiros sejam consistentemente 
ligeiramente inferiores aos segundos. Por esta razão, vamos limitar a nossa análise aos 
acréscimos para a taxa de juro de 2%. 
 Verifica-se que, para uma dada combinação de idade de entrada e sexo, como seria de 
esperar, o acréscimo em percentagem na renda com período de garantia de 10 anos é 
sempre superior ao correspondente acréscimo na renda com período de garantia de 5 
anos. Mais precisamente, o acréscimo para o período de garantia de 10 anos é, em 
geral, um pouco superior ao dobro do acréscimo para o período de garantia de 5 anos.  
 Constata-se ainda que, para uma dada combinação de idade de entrada e período de 
garantia, o acréscimo para a mulher é sempre significativamente inferior ao 
correspondente acréscimo para o homem. Este resultado pode ser explicado pelo facto 
de, para além da esperança de vida das mulheres ser superior à dos homens, o 
aumento sistemático da longevidade ser também (nas tábuas dinâmicas que estamos a 
utilizar) maior para as primeiras do que para os segundos, como vimos anteriormente. O 
efeito cumulativo destes dois fatores leva a que o peso do período de garantia, em que 
não é efetuado o desconto vitalício nos benefícios da renda, no período total de 
pagamentos, seja significativamente menor para as mulheres do que para os homens. 
 Verifica-se também que, para uma dada combinação de período de garantia e de sexo, o 
acréscimo vai aumentando com o aumento da idade de entrada, sendo este aumento 
significativo para idades mais avançadas. Este comportamento é facilmente explicado, 
por um lado, pelo facto das probabilidades de sobrevivência     diminuírem com o 
aumento da idade de entrada, e, por outro, pelo facto do peso do período de garantia no 
período total de pagamentos aumentar com o avanço da idade de entrada. 
 Finalmente, constata-se que os acréscimos em percentagem nos valores atuariais para 
as idades mais baixas são pouco significativos. Este facto vem confirmar a afirmação de 
alguns autores, como Black e Skipper (2000), de que, quem compra uma renda vitalícia 
imediata até uma determinada idade, geralmente até aos 60 ou 65 anos, deve sempre 
optar por incluir um período de garantia. No nosso caso, se considerarmos pouco 
significativo um aumento no valor atuarial da renda até cerca de 3%, chegamos à 
conclusão que um homem deverá sempre optar por um período de garantia de 5 anos, 
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caso compre a renda até aos 60 anos, e deverá sempre optar por um período de 
garantia de 10 anos, caso compre a renda até aos 50 anos. No caso das mulheres, 
estas idades aumentam: estas devem optar por um período de garantia de 5 anos, 
quando comprarem rendas até aos 65 anos, e devem optar por um período de 10 anos, 
quando a aquisição se verificar até aos 60 anos.  
Na Tabela 12 são apresentados os valores atuariais de rendas vitalícias diferidas, para uma 
taxa de juro de 2%, para homens e mulheres, calculados com as tábuas estáticas para 2005 
e com as tábuas dinâmicas. Para uma determinada idade de entrada, os pagamentos destas 
rendas iniciam-se aos 60, 65 ou 70 anos (à exceção da idade de entrada 65 anos, em que 
num dos casos os pagamentos se iniciam aos 75 anos). 
Tabela 12. Valores atuariais de rendas diferidas 
  Estáticas Dinâmicas 
Idade 
Período de 
diferimento     
Homem Mulher Homem Mulher 
30 30 96 450 110 300 104 470 121 940 
30 35 72 450 84 950 79 680 94 610 
30 40 51 620 62.500 58 480 70 600 
40 20 119 500 135 280 128 170 148 910 
40 25 89 750 104 190 100 870 117 560 
40 30 63 950 76 660 70 940 85 730 
50 10 149 530 166 900 158 880 182 970 
50 15 112 310 128 540 119 820 141 250 
50 20 80 020 94 570 86 620 104 570 
55 5 168 310 185 970 178 210 203 590  
55 10 126 410 143 230 133 870 156 900 
55 15 90 070 105 380 96 250 115 840 
60 5 143 200 160 070 150 760 174 920 
60 10 102 030 117 770 107 720 128 750 
65 5 116 800 132 430 122 150 144 140 
65 10 77 010 91 010 81 030 99 260 
A análise da Tabela 12 permite-nos constatar que, como seria de esperar, em todos os casos, o 
valor atuarial da renda para a mulher é superior ao correspondente valor para o homem. Por 
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outro lado, verifica-se que, também como seria de esperar, para qualquer tipo de tábuas e uma 
dada combinação de idade de entrada e sexo, à medida que o período de diferimento aumenta 
(a idade em que começam os pagamentos aumenta), o valor atuarial da renda diminui. 
Na Tabela 13 são apresentados os acréscimos em percentagem dos valores atuariais das rendas 
diferidas calculados com as tabelas dinâmicas em relação aos valores correspondentes 
calculados com as tabelas estáticas. 
Tabela 13. Acréscimos em percentagem dos valores atuariais das rendas diferidas obtidos com as tábuas dinâmicas em 
relação aos valores obtidos com as tábuas estáticas 
  Acréscimos (em %) 
Idade 
Período de diferimento 
    
Homem Mulher 
30 30 8,32 10,55 
30 35 9,98 11,38 
30 40 11,29 12,96 
40 20 7,26 10,08 
40 25 12,39 12,83 
40 30 10,93 11,83 
50 10 6,25 9,63 
50 15 6,69 9,89 
50 20 8,24 10,57 
55 5 5,88 9,47 
55 10 5,90 9,54 
55 15 6,86 9,92 
60 5 5,28 9,28 
60 10 5,58 9,32 
65 5 4,58 8,84 
65 10 52 250 90 680 
Os resultados da Tabela 13 merecem-nos os seguintes comentários: 
 Volta-se a constatar que as tábuas estáticas não devem ser utilizadas no cálculo dos 
prémios das rendas vitalícias. No caso das rendas diferidas, a subavaliação dos prémios 
puros provocada pela utilização destas tábuas é ainda maior. De facto, os valores 
atuariais das rendas diferidas são subavaliados numa percentagem que vai dos 4,58% 
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aos 12,96%, dependendo da combinação de idade de entrada, período de diferimento e 
sexo considerada. Neste tipo de rendas, torna-se ainda mais premente que as 
seguradoras utilizem tábuas dinâmicas que traduzam adequadamente o aumento 
sistemático da longevidade dos segurados com que trabalham. 
 Verifica-se que, para uma dada combinação de idade de entrada e período de 
diferimento, o acréscimo para a mulher é sempre significativamente maior do que para 
o homem, significando este facto que o aumento sistemático da longevidade é maior 
para as mulheres do que para os homens. Estes resultados são consistentes com os 
que se obtiveram para as rendas vitalícias imediatas. 
 Constata-se ainda que, para um dado sexo, o acréscimo tende a diminuir com o 
aumento da idade de entrada. Por outro lado, para uma dada idade de entrada, o 
acréscimo aumenta com o aumento do período de diferimento. Isto significa que as 
seguradoras devem ter especial cuidado na fixação dos prémios das rendas diferidas 
com idades de entrada mais baixas e/ou períodos de diferimento mais longos. 
 Em todas as idades, verifica-se que quanto maior é o período de diferimento, menor é o 
valor atuarial da renda nessa idade. 
 Os acréscimos devido à inclusão de um período de garantia não são lineares. Aliás, são 
bastante variáveis. Desde valores próximos de zero (maioritariamente para as mulheres 
num período de garantia de 5 anos), até valores próximos de 20 (maioritariamente para 
homens com período de garantia de 10 anos). 
 Estes acréscimos são significativamente diferentes dos acréscimos referentes às rendas 
diferidas com período de garantia. 
6.4. Análise dos valores atuariais dos principais tipos de rendas vitalícias 
sobre casais 
Até agora, todos os cálculos apresentados e respetivas conclusões diziam respeito aos valores 
atuariais de rendas individuais. A partir de agora, serão apresentadas diversas análises para os 
valores atuariais das rendas sobre casais mais vendidas.  
Recorrendo às tabelas dinâmicas das Portugal Proposed Tariff Tables (Basis 2005), para uma 
taxa de juro de 2% e 4%, são apresentados na tabela seguinte, os valores atuariais de rendas last 
survivor imediatas, em função das idades do homem e da mulher. Nesta tabela são também 
apresentados os acréscimos/decréscimos em percentagem nas rendas quando a idade da 
mulher deixa de ser igual à do homem. 
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Tabela 14. Valores atuariais de rendas last survivor 
Rendas Last Survivor Idade (homem, mulher) 
Taxa de juro = 2% Taxa de juro = 4% 
30,20 
398000 
5,76% 
30,25 
386980 
2,28% 
30,30 
376320 
30,35 
366870 
-2,58% 
30,40 
359930 
-4,55% 
30,20 
246540 
2,24% 
30,25 
243910 
1,15% 
30,30 
241130 
30,35 
238450 
-1,12% 
30,40 
236090 
-2,13% 
40,30 
369580 
7,80% 
40,35 
355910 
3,81% 
40,40 
342850 
40,45 
333180 
-2,90% 
40,50 
322200 
-6,41% 
40,30 
238970 
3,60% 
40,35 
234900 
1,83% 
40,40 
230670 
40,45 
226630 
-1,78% 
40,50 
223100 
-3,39% 
50,40 
333940 
10,89% 
50,45 
317080 
5,29% 
50,50 
301140 
50,55 
287300 
-4,84% 
50,60 
276370 
-8,96% 
50,40 
227150 
5,90% 
50,45 
220910 
2,99% 
50,50 
214490 
50,55 
209020 
-2,62% 
50,60 
203200 
-5,56% 
55,45 
312940 
13,11% 
55,50 
294260 
6,35% 
55,55 
276680 
55,60 
261540 
-5,79% 
55,65 
249780 
-10,77% 
55,45 
218990 
7,67% 
55,50 
211280 
3,88% 
55,55 
203390 
55,60 
195990 
-3,78% 
55,65 
189750 
-7,19% 
60,50 
289580 
16,03% 
60,55 
268900 
7,75% 
60,60 
249570 
60,65 
233180 
-7,03% 
60,70 
220740 
-13,06% 
60,50 
208900 
10,12% 
60,55 
199980 
5,41% 
60,60 
189710 
60,65 
180820 
-4,92% 
60,70 
173490 
-9,35 
65,55 
263660 
19,93% 
65,60 
240830 
9,55% 
65,65 
219840 
65,70 
202410 
-8,61% 
65,75 
189620 
-15,94% 
65,55 
196460 
13,50% 
65,60 
184470 
6,50% 
65,65 
173090 
65,70 
162620 
-6,44% 
65,75 
154310 
-12,17 
70,60 
235070 
25,12% 
70,65 
210220 
11,90% 
70,70 
187870 
70,75 
169960 
-10,54% 
70,80 
157550 
-19,24% 
70,60 
181230 
18,18% 
70,65 
172110 
12,23% 
70,70 
153350 
70,75 
141499 
-8,38% 
70,80 
131357 
-16,74% 
75,65 
204040 
31,94% 
75,70 
177580 
14,90% 
75,75 
154650 
75,80 
137420 
-12,54% 
75,85 
126470 
-22,28% 
75,65 
163540 
24,99% 
75,70 
154590 
18,15% 
75,75 
130840 
75,80 
118420 
-10,49% 
75,85 
110150 
-18,78% 
Analisando a Tabela 14, chegamos às seguintes conclusões: 
 Como seria de prever, também nas rendas para casais, os valores atuariais 
calculados com uma taxa de juro de 2% são sempre superiores aos correspondentes 
valores atuariais calculados com uma taxa de juro de 4%. 
 Naturalmente, para uma dada idade do marido, o valor atuarial de uma renda last 
survivor aumenta quando a idade da mulher baixa, enquanto este valor baixa 
quando a mulher passa a ser mais velha. No entanto, observa-se que os acréscimos 
em percentagem nas rendas pelo facto da mulher passar a ser mais nova do que o 
homem 5 e 10 anos, aumentam à medida que a idade do marido também 
aumenta. O mesmo acontece com os decréscimos pelo facto da mulher passar a 
ser mais velha do que o homem 5 e 10 anos. No caso dos acréscimos, este 
comportamento pode ser explicado pelo facto do peso dos pagamentos adicionais, 
provocados pela menor idade da mulher, no total dos pagamentos, ir aumentando à 
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medida que a idade de entrada do marido aumenta. No caso dos decréscimos, pode 
dar-se uma explicação análoga. 
 Verifica-se que, para uma dada idade do marido, os acréscimos nas rendas pelo 
facto da mulher passar a ser mais nova do que o marido 5 e 10 anos, são sempre 
maiores do que os decréscimos nas rendas em valor absoluto pelo facto da mulher 
passar a ser mais velha do que o marido 5 e 10 anos, respetivamente. As diferenças 
entre os acréscimos e os decréscimos em valor absoluto aumentam, à medida que 
a idade de entrada do marido vai crescendo. 
Para uma taxa de juro de 2%, e recorrendo às tábuas dinâmicas, foram calculados, para cada 
valor atuarial das rendas last survivor, os correspondentes valores atuariais para as rendas joint 
and one-half e joint and two-thirds. Estes últimos valores atuariais são apresentados na Tabela 
15. O objetivo é verificar em quanto os valores atuariais baixam (em função das idades de 
entrada) quando se opta por o membro sobrevivente do casal passar a receber, enquanto estiver 
vivo, apenas  
 
 
  ou  
 
 
  do rendimento anual original. 
Tabela 15. Valores atuariais de rendas joint and one half e joint and two-thirds 
Idade (homem, mulher) – Rendas Joint Life and one half e joint and two-thirds 
joint and one-half joint and two-thirds 
30,20 
365 200 
30,25 
358 300 
30,30 
350520 
30,35 
341 890 
30,40 
332 320 
30,20 
376 130 
30,25 
367 860 
30,30 
359 120 
30,35 
350 210 
30,40 
341 280 
40,30 
331 605 
40,35 
322 970 
40,40 
313 400 
40,45 
302 800 
40,50 
291 130 
40,30 
344 260 
40,35 
333 950 
40,40 
331 170 
40,45 
312 330 
40,50 
301 490 
50,40 
290 675 
50,45 
280 080 
50,50 
268 410 
50,55 
255 510 
50,60 
241 270 
50,40 
305 100 
50,45 
292 410 
50,50 
279 320 
50,55 
266 120 
50,60 
252 970 
55,45 
267 210 
55,50 
255 540 
55,55 
242 640 
55,60 
228 400 
55,65 
212 960 
55,45 
282 450 
55,50 
268 440 
55,55 
253 980 
55,60 
239 440 
55,65 
225 230 
60,50 
241645 
60,55 
235 255 
60,60 
214 510 
60,65 
199 070 
60,70 
182 730 
60,50 
257 620 
60,55 
242 130 
60,60 
226 190 
60,65 
210 450 
60,70 
195 400 
65,55 
228745 
65,60 
199 800 
65,65 
184 360 
65,70 
168 020 
65,75 
151 390 
65,55 
230 580 
65,60 
213 480 
65,65 
196 190 
65,70 
179 480 
65,75 
164 130 
70,60 
184 840 
70,65 
169 400 
70,70 
153 060 
70,75 
136 430 
70,80 
120 880 
70,60 
201 580 
70,65 
183 000 
70,70 
164 670 
70,75 
147 600 
70,80 
133 100 
75,65 
154 870 
75,70 
138 530 
75,75 
121 900 
75,80 
106 350 
75,85 
93 590 
75,65 
171 250 
75,70 
151 550 
75,75 
131 820 
75,80 
116 710 
75,85 
100 540 
A análise da Tabela 15 permite-nos constatar que, tal como seria de esperar, para uma dada 
combinação de idades do marido e da mulher, o valor da renda joint and one-half é sempre 
inferior ao correspondente valor da renda joint and two-thirds. Comparando os valores desta 
tabela com os valores da Tabela 14, para uma taxa de juro de 2%, chegamos à conclusão óbvia 
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de que cada valor da renda joint and two-thirds é sempre inferior ao valor correspondente da 
renda last survivor.    
A seguir, na Tabela 16, são apresentadas as reduções, em percentagem, dos valores atuariais 
das rendas joint and one-half e joint and two-thirds em relação aos valores correspondentes das 
rendas last survivor.. 
Tabela 16. Reduções em percentagem dos valores atuariais das rendas joint and one-half e joint and two-thirds em relação 
aos valores das rendas last survivor 
Idade (homem, mulher) – Reduções (em %) 
joint and one-half joint and two-thirds 
30,20 
8,9 
30,25 
8,0 
30,30 
7,4 
30,35 
7,3 
30,40 
8,1 
30,20 
5,8 
30,25 
5,2 
30,30 
4,8 
30,35 
4,8 
30,40 
5,3 
40,30 
11,5 
40,35 
10,2 
40,40 
9,4 
40,45 
9,4 
40,50 
10,7 
40,30 
7,4 
40,35 
6,6 
40,40 
3,5 
40,45 
6,1 
40,50 
6,9 
50,40 
14,9 
50,45 
13,2 
50,50 
12,2 
50,55 
12,4 
50,60 
14,5 
50,40 
9,5 
50,45 
8,4 
50,50 
7,8 
50,55 
8,4 
50,60 
9,3 
55,45 
17,1 
55,50 
15,2 
55,55 
14,0 
55,60 
14,5 
55,65 
15,7 
55,45 
10,8 
55,50 
9,6 
55,55 
8,9 
55,60 
9,2 
55,65 
9,4 
60,50 
19,8 
60,55 
17,6 
60,60 
16,3 
60,65 
17,1 
60,70 
20,8 
60,50 
12,4 
60,55 
11,1 
60,60 
10,3 
60,65 
10,8 
60,70 
12,9 
65,55 
23,2 
65,60 
20,5 
65,65 
19,2 
65,70 
20,5 
65,75 
25,3 
65,55 
14,3 
65,60 
12,8 
65,65 
12,1 
65,70 
12,8 
65,75 
15,5 
70,60 
27,2 
70,65 
24,1 
70,70 
22,7 
70,75 
24,6 
70,80 
30,3 
70,60 
16,6 
70,65 
14,9 
70,70 
14,1 
70,75 
15,1 
70,80 
18,4 
75,65 
31,7 
75,70 
28,2 
75,75 
26,9 
75,80 
29,2 
75,85 
35,1 
75,65 
19,1 
75,70 
17,2 
75,75 
16,4 
75,80 
17,7 
75,85 
25,8 
Da análise da Tabela 16, podemos concluir que: 
 Para os dois tipos de renda, as reduções vão aumentando à medida que as idades de 
entrada do marido e da mulher também aumentam. As reduções são bastante 
significativas para as idades de entrada mais avançadas, chegando aos 30% nas rendas 
joint and one-half. O aumento das reduções com o avançar das idades é facilmente 
explicado pelo aumento do peso do decréscimo n.os pagamentos ao membro 
sobrevivente no total dos pagamentos da renda, à medida que as idades de entrada 
aumentam 
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 Apesar de significativas, as reduções não são muito elevadas nas idades de entrada 
mais baixas, principalmente nas rendas joint and two-thirds. De facto, no caso das 
rendas joint and one-half, um casal com idades até cerca dos 40 anos, consegue uma 
redução no valor atuarial da renda no máximo de 11,5%. No caso das rendas joint and 
two-thirds, um casal com idades até cerca dos 55 anos consegue uma redução no 
máximo de 10,8%. Estes factos levam-nos a concluir que quanto mais novos forem os 
membros de um casal, mais vantajosa se torna a compra de uma renda last survivor em 
detrimento dos outros dois tipos de renda.  
Para uma taxa de juro de 2%, e recorrendo às tábuas dinâmicas, foram calculados, para as 
mesmas combinações de idades de entrada até aqui consideradas, os valores atuariais de 
rendas sobre o homem reversíveis de  
 
 
  a favor da mulher. Estes valores atuariais encontram-se 
na Tabela 17.  
Tabela 17. Valores atuariais de rendas sobre o homem reversíveis de  1/2  a favor da mulher 
Reversível de 
 
 
 a favor da mulher 
Idade (homem, mulher) 
30,20 
368 210 
30,25 
362 700 
30,30 
357 360 
30,35 
352 650 
30,40 
348 820 
40,30 
335 080 
40,35 
328 250 
40,40 
321 720 
40,45 
315 980 
40,50 
311 390 
50,40 
294 540 
50,45 
286 110 
50,50 
278 140 
50,55 
271 220 
50,60 
265 760 
55,45 
271 170 
55,50 
261 830 
55,55 
253 040 
55,60 
245 470 
55,65 
239 600 
60,50 
245 595 
60,55 
235 255 
60,60 
225 600 
60,65 
217 400 
60,70 
211 200 
65,55 
217 930 
65,60 
206 500 
65,65 
196 000 
65,70 
187 300 
65,75 
180 910 
70,60 
188 700 
70,65 
176 200 
70,70 
165 100 
70,75 
156 100 
70,80 
149 900 
75,65 
158 600 
75,70 
145 400 
75,75 
133 900 
75,80 
125 300 
75,85 
119 800 
 
Comparando os valores da Tabela 17 com os valores correspondentes das rendas last survivor, 
apresentados na Tabela 14, verifica-se, como seria de esperar, que o valor atuarial da renda 
reversível é sempre inferior ao valor correspondente da renda last survivor. De facto, enquanto 
na renda last survivor, o membro sobrevivente do casal, qualquer que este seja, tem direito ao 
mesmo rendimento anual que o casal recebia enquanto estavam os dois vivos, na renda 
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reversível, se o marido morrer primeiro, a mulher tem apenas direito a metade do rendimento 
anual. 
Por outro lado, se compararmos os valores da Tabela 17 com os valores correspondentes das 
rendas joint and one-half, apresentados na Tabela 15, constatamos que o valor da renda 
reversível é sempre maior que o valor correspondente da renda joint and one-half. Repare-se 
que, quando o marido morre antes da mulher, os pagamentos são exatamente iguais nas duas 
rendas (a mulher, enquanto membro sobrevivente, passa a receber metade do rendimento anual 
original). No entanto, quando a mulher morre antes do marido, na reversível o homem continua 
a receber o rendimento anual original por inteiro, enquanto na joint and one half, o marido passa 
a receber apenas metade do rendimento original até morrer. Portanto, a renda reversível tem 
obrigatoriamente um prémio puro maior que a correspondente renda joint and one half.  
Na Tabela 18 apresentamos os acréscimos, em percentagem, dos valores atuariais das rendas 
reversíveis de  
 
 
  a favor da mulher em relação aos valores correspondentes das rendas joint and 
one half. Note-se que estes acréscimos correspondem ao que o marido ganha a mais por, na 
renda reversível, ser tratado de forma privilegiada, em relação à mulher, enquanto membro 
sobrevivente do casal (isto, tendo por comparação a renda joint and one half, em que ambos são 
tratados de igual forma). 
Tabela 18. Acréscimos em percentagem dos valores atuariais das rendas sobre o homem reversíveis de  1/2  a favor da 
mulher em relação aos valores das rendas joint and one-half 
Rácios idade (homem,mulher) 
30,20 
0,8 
30,25 
1,2 
30,30 
2,0 
30,35 
3,1 
30,40 
4,9 
40,30 
1,0 
40,35 
1,6 
40,40 
2,7   
40,45 
4,4 
40,50 
6,9 
50,40 
1,3 
50,45 
2,2 
50,50 
3,6 
50,55 
6,1 
50,60 
10,2 
55,45 
1,5 
55,50 
2,5 
55,55 
4,3 
55,60 
7,5 
55,65 
12,5 
60,50 
1,6 
60,55 
2,8 
60,60 
5,2 
60,65 
9,2 
60,70 
15,6 
65,55 
1,8 
65,60 
3,4 
65,65 
6,3 
65,70 
11,5 
65,75 
19,5 
70,60 
2,1 
70,65 
4,0 
70,70 
7,9 
70,75 
14,4 
70,80 
24,0 
75,65 
2,4 
75,70 
4,9 
75,75 
9,8 
75,80 
17,8 
75,85 
28,0 
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Observando a Tabela 18, constatamos que, para uma dada idade de entrada do marido, o 
acréscimo em percentagem da renda reversível em relação à renda joint and one half aumenta 
significativamente à medida que a idade de entrada da mulher também vai aumentando. Este 
aumento dos acréscimos em cada linha da Tabela 18 torna-se mais evidente para idades do 
marido mais avançadas. Este comportamento dos acréscimos é explicado pelo facto de, para 
uma dada idade do marido, a probabilidade da mulher morrer antes do marido, crescer à 
medida que a idade de entrada desta aumenta (repare-se que esta probabilidade vai 
aumentando à medida que se anda da esquerda para a direita em cada linha da tabela). 
Constata-se ainda que o valor atuarial do montante que o marido recebe a mais (em 
percentagem) por ser tratado de forma privilegiada, em relação à mulher, enquanto membro 
sobrevivente do casal, é bastante significativo quando este tem uma idade de entrada avançada 
e a mulher é mais velha, podendo atingir valores superiores aos 20%.  
Até agora, só falámos de rendas sobre o homem reversíveis a favor da mulher. No entanto, a 
existência de rendas sobre a mulher reversíveis a favor do homem é perfeitamente possível. Para 
podermos comparar os valores atuariais dos dois tipos de rendas, apresentamos na Tabela 22 
os valores atuariais de rendas sobre a mulher reversíveis de  
 
 
  a favor do homem, para algumas 
combinações de idades de entrada em que as duas idades são iguais (estes valores foram 
calculados com as tábuas dinâmicas e com uma taxa de juro de 2%). Apresentamos, também, 
nesta tabela, os acréscimos em percentagem dos valores atuariais das rendas sobre a mulher 
reversíveis a favor do homem em relação aos valores correspondentes das rendas sobre o 
homem reversíveis a favor da mulher.  
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Tabela 19. Comparação dos valores atuariais de rendas sobre o homem reversíveis de  1/2  a favor da mulher com os valores 
atuariais de rendas sobre a mulher reversíveis de  1/2  a favor do homem 
Idade Renda reversível em 
 
 
 a 
favor da mulher 
Renda reversível em 
 
 
 a 
favor do homem 
Acréscimo (em %) 
(30,30) 357 360 369 470 3,4% 
(40,40) 321 720 334 500 3,9% 
(50,50) 278 140 291 410 4,8% 
(55,55) 253 040 266 280 5,2% 
(60,60) 225 590 238 849 5,9% 
(65,65) 196 020 208 180 6,2% 
(70,70) 165 070 175 855 6,5% 
(75,75) 133 935 142 615 6,5% 
Analisando a Tabela 19, verificamos que, para uma dada combinação de idades, o valor atuarial 
da renda reversível a favor do homem é sempre superior ao valor correspondente da renda 
reversível a favor da mulher. Atendendo a que, para idades de entrada iguais, a probabilidade do 
beneficiário principal morrer antes do secundário (implicando que o secundário passe a receber 
apenas metade do rendimento anual original) é menor nas rendas reversíveis a favor do homem, 
devido à maior longevidade das mulheres, estas rendas são mais caras do que as reversíveis a 
favor da mulher. 
Conforme vimos no ponto 4.6, numa renda sobre o homem reversível de  
 
 
  a favor da mulher, a 
mulher é tratada assimetricamente no que diz respeito aos benefícios do membro sobrevivente. 
Para sabermos quanto é que a mulher poderia ganhar a mais se não tivesse este tratamento 
assimétrico, podemos comparar o valor atuarial desta renda com o valor correspondente da 
renda last survivor. Nesta última, a mulher é tratada da mesma forma que o homem na renda 
reversível: quando um dos membros do casal morre, o outro continua a receber o benefício 
anual original por inteiro. 
Assim, na Tabela 20 apresentamos os acréscimos em percentagem dos valores atuariais das 
rendas last survivor em relação aos valores correspondentes das rendas sobre o homem 
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reversível de  
 
 
  a favor da mulher. Os cálculos foram efetuados com as tábuas dinâmicas e com 
uma taxa de juro de 2%.  
Tabela 20. Acréscimos em percentagem dos valores atuariais das rendas last survivor em relação aos valores das rendas 
sobre o homem reversíveis de  1/2  a favor da mulher 
Acréscimos (em %) 
30,20 
8,1 
30,25 
6,7 
30,30 
5,3 
30,35 
4,0 
30,40 
3,2 
40,30 
10,3 
40,35 
8,4 
40,40 
6,6 
40,45 
5,4 
40,50 
3,5 
50,40 
13,4 
50,45 
10,8 
50,50 
8,3 
50,55 
5,9 
50,60 
4,0 
55,45 
15,4 
55,50 
12,4 
55,55 
9,3 
55,60 
6,5 
55,65 
4,2 
60,50 
17,9 
60,55 
14,3 
60,60 
10,6 
60,65 
7,3 
60,70 
4,5 
65,55 
21,0 
65,60 
16,6 
65,65 
12,2 
65,70 
8,1 
65,75 
4,8 
70,60 
24,6 
70,65 
19,3 
70,70 
13,8 
70,75 
8,9 
70,80 
5,1 
75,65 
28,7 
75,70 
22,1 
75,75 
15,5 
75,80 
9,7 
75,85 
5,6 
Da análise da Tabela 19, concluímos que, para uma dada idade de entrada do homem, o 
acréscimo diminui à medida que a idade de entrada da mulher aumenta. Esta diminuição dos 
acréscimos em cada linha da tabela é mais significativa à medida que a idade do homem 
aumenta. O facto de, em cada linha da tabela, a probabilidade do homem morrer antes da 
mulher diminuir à medida que se avança da esquerda para a direita, explica a diminuição dos 
acréscimos. 
Verifica-se também que a percentagem de benefícios que a mulher poderia ganhar a mais, caso 
fosse tratada da mesma forma que o marido, assume valores significativos quando esta é mais 
nova que o marido e este tem uma idade avançada, podendo atingir os 28,7%. 
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Capítulo VII 
7. Conclusões 
Com o aumento da longevidade da população em geral, e a necessidade de opções para garantir 
sustentabilidade financeira, a presente dissertação pretende, através de um estudo empírico, 
identificar os vários tipos de rendas vitalícias existentes na literatura atuarial e avaliar quais os 
determinantes no cálculo dessas rendas. Os valores calculados dizem respeito à mortalidade da 
população portuguesa, com base no ano de 2005, sendo apenas válidos para a amostra obtida 
das tábuas de mortalidade elaboradas pela Swiss Re. 
Em traços gerais conclui-se que: 
As tábuas com base em 2005 para a população portuguesa, elaborados pela Swiss Re, são 
idênticas às tábuas publicadas pelo INE no período entre 2004 e 2006. O que permite concluir 
que o uso destas tábuas é consistente. 
A esperança média de vida da população que compra rendas vitalícias é superior à da 
população. O que vem confirmar um efeito de autoseleção que vem referido em vários estudos e 
ao longo deste trabalho. 
As seguradoras ao usarem as tábuas estáticas no cálculo do preço base de uma renda, estão a 
incorrer em perdas, Este valor é subavaliado, pois não considera o aumento da longevidade. 
Para tal, deve usar-se tábuas dinâmicas. 
A inclusão de períodos de garantia, aumenta os valores das rendas, Quanto maior esse período, 
maior o valor da renda. No entanto, como se verificou no estudo empírico, estes acréscimos de 
valor são pouco significativos em idades mais baixas (cerca de 3%). Sendo sempre, 
significativamente inferiores nas mulheres. 
No caso de um casal, verifica-se que o valor dos vários tipos de rendas estudados varia com a 
idade de entrada da mulher e do homem. Ou seja, os diferentes níveis de mortalidade de ambos 
os sexos s vinfluenciam os valores das rendas. 
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Anexos 
Anexo 1 - Tábuas de mortalidade dinâmicas para a população portuguesa propostas 
pela Swiss Re 
 Homem Mulher 
Idade             
0 0,003 523 0,000 000 0,003 487 0,000 000 
1 0,000 564 0,000 000 0,000 225 0,000 000 
2 0,000 228 0,000 000 0,000 146 0,000 000 
3 0,000 216 0,000 000 0,000 148 0,000 000 
4 0,000 204 0,000 000 0,000 150 0,000 000 
5 0,000 193 0,000 000 0,000 150 0,000 000 
6 0,000 184 0,000 000 0,000 146 0,000 000 
7 0,000 175 0,000 000 0,000 141 0,000 000 
8 0,000 171 0,000 000 0,000 136 0,000 000 
9 0,000 174 0,000 000 0,000 134 0,000 000 
10 0,000 187 0,000 000 0,000 136 0,000 000 
11 0,000 213 0,000 000 0,000 141 0,000 000 
12 0,000 255 0,000 000 0,000 151 0,000 000 
13 0,000 314 0,000 000 0,000 166 0,000 000 
14 0,000 391 0,000 000 0,000 186 0,000 000 
15 0,000 485 0,000 000 0,000 210 0,000 000 
16 0,000 590 0,000 000 0,000 233 0,000 000 
17 0,000 699 0,000 000 0,000 256 0,000 000 
18 0,000 800 0,000 000 0,000 280 0,000 000 
19 0,000 884 0,000 000 0,000 299 0,000 000 
20 0,000 834 0,000 000 0,000 314 0,000 000 
21 0,000 963 0,000 449 0,000 324 0,000 456 
22 0,000 978 0,000 911 0,000 334 0,000 922 
23 0,000 971 0,001 386 0,000 341 0,001 398 
24 0,000 962 0,001 874 0,000 346 0,001 884 
25 0,000 963 0,002 377 0,000 350 0,002 381 
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26 0,000 990 0,002 894 0,000 352 0,002 890 
27 0,001 051 0,003 427 0,000 360 0,003 409 
28 0,001 145 0,003 977 0,000 377 0,003 941 
29 0,001 253 0,004 543 0,000 405 0,004 485 
30 0,001 381 0,005 127 0,000 444 0,005 041 
31 0,001 528 0,005 730 0,000 490 0,005 611 
32 0,001 677 0,006 352 0,000 543 0,006 195 
33 0,001 819 0,006 995 0,000 605 0,006 792 
34 0,001 939 0,007 659 0,000 666 0,007 404 
35 0,002 033 0,008 346 0,000 726 0,008 032 
36 0,002 136 0,009 057 0,000 791 0,008 675 
37 0,002 263 0,009 793 0,000 841 0,009 335 
38 0,002 422 0,010 555 0,000 886 0,010 011 
39 0,002 613 0,011 345 0,000 960 0,010 705 
40 0,002 789 0,012 165 0,001 045 0,011 418 
41 0,002 980 0,013 016 0,001 139 0,012 150 
42 0,003 186 0,013 900 0,001 245 0,012 902 
43 0,003 406 0,014 818 0,001 361 0,013 674 
44 0,003 647 0,015 774 0,001 489 0,014 468 
45 0,003 916 0,016 769 0,001 626 0,015 285 
46 O,004 219 0,017 806 0,001 771 0,016 125 
47 0,004 554 0,018 887 0,001 920 0,016 990 
48 0,004 911 0,020 015 0,002 070 0,017 880 
49 0,005 277 0,021 194 0,002 221 0,018 797 
50 0,005 642 0,022427 0,002 372 0,019 742 
51 0,005 989 0,023 718 O,002 528 0,020 716 
52 0,006 334 0,025 071 0,002 688 0,021 721 
53 0,006 720 0,026 490 0,002 851 0,022 758 
54 0,007 169 0,027 981 0,003 026 0,023 829 
55 0,007 686 0,029 550 0,003 219 0,024 935 
56 0,008 258 0,031 201 0,003 437 0,026 079 
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57 0,008 876 0,032 943 0,003 682 0,027 238 
58 0,009 544 0,034 782 0,003 961 0,028 406 
59 0,010 252 0,036 727 0,004 287 0,029 575 
60 0,010 994 0,038 788 0,004 672 0,030 734 
61 0,011 810 0,040 975 0,005 132 0,031 875 
62 0,012 751 0,043 301 0,005 677 0,032 985 
63 0,013 860 0,045 000 0,006 303 0,034 053 
64 0,015 172 0,046 059 0,007 020 0,035 066 
65 0,016 674 0,046 477 0,007 810 0,036 010 
66 0,018 307 0,046 274 0,008 668 0,036 870 
67 0,020 090 0,045 483 0,009 571 0,037 631 
68 0,022 079 0,044 152 0,010 584 0,038275 
69 0,024 319 0,042 348 0,011 794 0,038 786 
70 0,026 885 0,040 152 0,013 227 0,039 144 
71 0,029 860 0,037 663 0,014 982 0,039 331 
72 0,033 230 0,034 995 0,017 164 0,039 325 
73 0,037 115 0,032 277 0,019 756 0,039 106 
74 0,041 586 0,029 656 0,022 752 0,038 652 
75 0,046 809 0,027 294 0,026 223 0,037 938 
76 0,052 657 0,025 196 0,030 136 0,036 941 
77 0,058 811 0,023 320 0,034 464 0,035 637 
78 0,065 442 0,021 633 0,039 372 0,034 372 
79 0,072 864 0,020 107 0,045 143 0,033 144 
80 0,081 187 0,018 721 0,052 162 0,031 951 
81 0,090 458 0,017 456 0,060 315 0,030 793 
82 0,100 315 0,016 296 0,069 178 0,029 668 
83 0,110 398 0,015 230 0,078 552 0,028 574 
84 0,120 799 0,014 246 0,088 251 0,027 510 
85 0,131 533 0,013 336 0,098 217 0,026 475 
86 0,142 616 0,012 490 0,108 463 0,025 468 
87 0,154 066 0,011 703 0,118 999 0,024 487 
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88 0,165 901 0,010 969 0,129 838 0,023 532 
89 0,178 142 0,010 282 0,140 994 0,022 601 
90 0,190 808 0,009 639 0,152 481 0,021 694 
91 0,203 923 0,009 034 0,164 313 0,020 810 
92 0,217 512 0,008 465 0,176 506 0,019 948 
93 0,231 599 0,007 929 0,189 078 0,019 107 
94 0,246 214 0,007 423 0,202 045 0,018 286 
95 0,261 386 0.006 944 0,215 428 0,017 485 
96 0,277 148 0,006 490 0,229 246 0,016 702 
97 0,293 534 0,006 060 0,243 521 0,015 938 
98 0,310 584 0,005 651 O,258 276 0,015 192 
99 0,328 337 0,005 262 0,273 535 0,014 463 
100 0,346 839 0,004 892 0,289 325 0,013 750 
101 0,366 137 0,004 539 0,305 674 0,013 052 
102 0,386 285 0,004 202 0,322 613 0,012 371 
103 0,407 339 0,003 880 0,340 173 0,011 704 
104 0,429 363 0,003 572 0,358 390 0,011 051 
105 0,452 424 0,003 278 0,377 301 0,010 413 
106 0,476 598 0,002 995 0,396 946 0,009 788 
107 0,501 968 0,002 725 0,417 370 0,009 176 
108 0,528 623 0,002 465 0,438 619 0,008 576 
109 0,556 666 0,002 215 0,460 745 0,007 989 
110 0,586 206 0,001 975 0,483 803 0,007 414 
111 0,617 367 0,001 744 0,507 852 0,006 850 
112 0,650 287 0,001 521 0,532 959 0,006 298 
113 0,685 117 0,001 307 0,559 195 0,005 756 
114 0,722 031 0,001 100 0,586 637 0,005 225 
115 0,761 220 0,000 901 0,615 371 0,004 705 
116 0,802 901 0,000708 0,645 490 0,004 194 
117 0,847 321 0,000 522 0,677 097 0,003 692 
118 0,894 757 0,000 342 0,710 305 0,003 201 
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119 0,945 529 0,000 168 0,745 238 0,002 718 
120 1,000 000 0,000 000 0,782 035 0,002 244 
121   0,820 849 0,001 779 
122   0,861 851 0,001 322 
123   0,905 230 0,000 874 
124   0,951 200 0,000 433 
125   1,000 000 0,000 000 
Anexo 2 - Tábuas  de mortalidade dinâmicas para o cálculo de prémios de rendas 
vitalícias em Portugal 
 Homem Mulher 
Idade             
0 0,003 523 0,000 000 0,003 487 0,000 000 
1 0,000 563 0,000 000 0,000 225 0,000 000 
2 0,000 228 0,000 000 0,000 145 0,000 000 
3 0,000 215 0,000 000 0,000 147 0,000 000 
4 0,000 203 0,000 000 0,000 149 0,000 000 
5 0,000 192 0,000 000 0,000 149 0,000 000 
6 0,000 182 0,000 000 0,000 145 0,000 000 
7 0,000 174 0,000 000 0,000 140 0,000 000 
8 0,000 169 0,000 000 0,000 135 0,000 000 
9 0,000 172 0,000 000 0,000 132 0,000 000 
10 0,000 184 0,000 000 0,000 134 0,000 000 
11 0,000 210 0,000 000 0,000 139 0,000 000 
12 0,000 250 0,000 000 0,000 149 0,000 000 
13 0,000 307 0,000 000 0,000 163 0,000 000 
14 0,000 382 0,000 000 0,000 182 0,000 000 
15 0,000 472 0,000 000 0,000 205 0,000 000 
16 0,000 573 0,000 000 0,000 227 0,000 000 
17 0,000 677 0,000 000 0,000 249 0,000 000 
18 0,000 772 0,000 000 0,000 271 0,000 000 
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19 0,000 850 0,000 000 0,000 288 0,000 000 
20 0,000 894 0,000 000 0,000 303 0,000 000 
21 0,000 918 0,000 445 0,000 311 0,000 453 
22 0,000 928 0,000 894 0,000 319 0,000 910 
23 0,000 917 0,001 346 0,000 326 0,001 370 
24 0,000 904 0,001 803 0,000 329 0,001 835 
25 0,000 899 0,002 265 0,000 331 0,002 303 
26 0,000 918 0,002 732 0,000 331 0,002 775 
27 0,000 968 0,003 205 0,000 337 0,003 251 
28 0,001 044 0,003 683 0,000 351 0,003 731 
29 0,001 132 0,004 168 0,000 376 0,004 216 
30 0,001 234 0,005 659 0,000 410 0,004 705 
31 0,001 347 0,005 158 0,000 449 0,005 198 
32 0,001 457 0,006 664 0,000 494 0,005 695 
33 0,001 552 0,006 178 0,000 546 0,006 197 
34 0,001 619 0,006 701 0,000 595 0,006 704 
35 0,001 662 0,007 233 0,000 643 0,007 216 
36 0,001 709 0,007 775 0,000 693 0,007 732 
37 0,001 773 0,008 328 0,000 727 0,008 253 
38 0,001 859 0,008 892 0,000 756 0,008 780 
39 0,001 965 0,009 468 0,000 805 0,009 312 
40 0,002 055 0,010 057 0,000 861 0,009 849 
41 0,002 055 0,010 660 0,000 921 0,010 392 
42 0,002 259 0,011 277 0,000 988 0,010 940 
43 0,002 371 0,011 910 0,001 062 0,011 495 
44 0,002 493 0,012 559 0,001 142 0,012 055 
45 0,002 629 0,013 227 0,001 227 0,012 621 
46 O,002 785 0,013 913 0,001 315 0,013 194 
47 0,002 957 0,014 620 0,001 404 0,013 773 
48 0,003 139 0,015 349 0,001 491 0,014 359 
49 0,003 322 0,016 102 0,001 578 0,014 953 
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50 0,003 501 0,016 880 0,001 663 0,015553 
51 0,003 666 0,017 685 O,001 750 0,016 160 
52 0,003 827 0,018 519 0,001 838 0,016 776 
53 0,004 011 0,019 385 0,001 928 0,017 399 
54 0,004 231 0,020 286 0,002 025 0,018 030 
55 0,004 490 0,021 223 0,002 133 0,018 670 
56 0,004 777 0,022 200 0,002 257 0,019 319 
57 0,005 091 0,023 221 0,002 399 0,019 960 
58 0,005 433 0,024 289 0,002 563 0,020 588 
59 0,005 797 0,025 408 0,002 757 0,021 195 
60 0,006 181 0,026 584 0,002 988 0,021 775 
61 0,006 609 0,027 821 0,003 269 0,022 356 
62 0,007 110 0,029 126 0,003 603 0,022 933 
63 0,007 708 0,029 987 0,003 991 0,023 503 
64 0,008 424 0,030 406 0,004 439 0,024 059 
65 0,009 253 0,030 396 0,004 936 0,024 597 
66 0,010 165 0,030 030 0,005 481 0,025 109 
67 0,011 172 0,045 483 0,006 061 0,025 589 
68 0,012 310 0,028 356 0,006 718 0,026 027 
69 0,013 609 0,027 126 0,007 511 0,026 414 
70 0,015 116 0,025 697 0,008 461 0,026 738 
71 0,016 884 0,024 126 0,009 634 0,026 985 
72 0,018 915 0,022 475 0,011 106 0,027 142 
73 0,021 289 0,020 820 0,012 874 0,027 189 
74 0,024 060 0,019 245 0,014 944 0,027 109 
75 0,027 340 0,017 850 0,017 377 0,026 879 
76 0,031 078 0,016 633 0,020 164 0,026 474 
77 0,035 105 0,015 540 0,023 303 0,025 825 
78 0,039 539 0,014 551 0,026 924 0,025 179 
79 0,044 597 0,013 652 0,031 244 0,024 537 
80 0,050 377 0,012 831 0,036 566 0,023 898 
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81 0,050 946 0,012 076 0,042 854 0,023 364 
82 0,064 116 0,011 380 0,049 852 0,022 633 
83 0,071 686 0,010 736 0,057 450 0,022 007 
84 0,079 742 0,010 136 0,065 544 0,021 385 
85 0,088 322 0,009 578 0,074 121 0,020 768 
86 0,097 468 0,009 055 0,083 217 0,020 155 
87 0,107 223 0,008 564 0,092 870 0,019 547 
88 0,117 635 0,008 102 0,103 121 0,018 944 
89 0,128 753 0,007 667 0,114 014 0,018 345 
90 0,140 632 0,007 254 0,125 593 0,017 751 
91 0,153 328 0,006 863 0,137 563 0,017 162 
92 0,166 904 0,006 492 0,149 935 0,016 578 
93 0,181 424 0,006 138 0,162 722 0,015 999 
94 0,196 962 0,005 800 0,175 940 0,015 425 
95 0,213 591 0.005 477 0,189 607 0,014 856 
96 0,231 397 0,005 167 0,203 740 0,014 292 
97 0,249 708 0,004 870 0,218 361 0,013 733 
98 0,268 589 0,004 585 O,233 492 0,013 179 
99 0,288 102 0,004 310 0,249 157 0,012 630 
100 0,308 308 0,004 044 0,265 382 0,012 086 
101 0,329 270 0,003 788 0,282 195 0,011 546 
102 0,351 053 0,003 540 0,299 627 0,011 012 
103 0,373 726 0,003 300 0,317 711 0,010 482 
104 0,397 362 0,003 067 0,336 482 0,009 958 
105 0,422 038 0,002 841 0,355 978 0,009 438 
106 0,447 838 0,002 621 0,376 241 0,008 923 
107 0,474 852 0,002 406 0,397 316 0,008 413 
108 0,503 180 0,002 198 0,419 251 0,007 907 
109 0,532 930 0,001 994 0,442 098 0,007 406 
110 0,564 221 0,001 794 0,465 915 0,006 910 
111 0,597 185 0,001 600 0,490 763 0,006 418 
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112 0,631 955 0,001 409 0,516 711 0,005 932 
113 0,668 728 0,001 222 0,543 831 0,005 449 
114 0,707 652 0,001 038 0,572 205 0,004 971 
115 0,748 940 0,000 858 0,601 920 0,004 498 
116 0,792 821 0,000 681 0,633 073 0,004 029 
117 0,839 553 0,000 507 0,665 770 0,003 564 
118 0,889 430 0,000 336 0,700 128 0,003 104 
119 0,942 785 0,000 167 0,736 276 0,002 648 
120 1,000 000 0,000 000 0,774 358 0,002 196 
121   0,814 531 0,001 749 
122   0,856 973 0,001 305 
123   0,901 880 0,000 866 
124   0,949 473 0,000 431 
125   1,000 000 0,000 000 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
